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الحد السفلي للتكامل :  أ

 المحدود 

الحد العلوي للتكامل : ب 

 المحدود 

  

 التكامل غير المحدود  

 قواعد التكامل غير المحدود   

( العدد ) تكامل الثابت ( 0

    

ʅ جـ + أ س = دس  أ 

 جد التكاملات الاتية  : مثال 

0)  ʅ 7  دس 

6)  ʅ 8  دس 

3)  ʅ دس  أ 

4)  ʅ – 0  دس 

7)  ʅ – 00  دس 

2)  ʅ         0 دس 

6 

5)  ʅ         0 دس 

7 

8)  ʅ             0– دص  

6 

0)  ʅ                 
د س –  

6 

09)  ʅ                 
 د س

6 

00)  ʅ              7    عد   

06)  ʅ ∏     دس 

ʅ           رمز التكامل 

 ( س)المقدار       قيمة ق 

 جـ        ثابت التكامل  

 دس           دلالة التكامل

 د الحرف 

ʅ  دس ( س)ق 

 أ

 دس ( س)ق  ʅ ب

 0+ س 6( = س)س فإن ق +  6س( = س)إذا كان ق : التكامل 

انات ) و هنا نقول إن التكامل عملية عكسية للتفاضل  للاقير

ان ق  0+ س 6أي أن تكامل( المتصلة  ي إيجاد الاقير
( س)تعن 

  0+ س 6الذي مشتقتة 

 أنواع التكامل   

 التكامل المحدود

ة    ]أ ، ب  [عل الفير

 

 

 

 

 

 بعد إجراء التكامل 

ي ( 0
 
نضع حدود التكامل ف

 نهاية التكامل 

نعوض الحد العلوي ( 6

ان ي الاقير
 
 مكان كل س ف

نعوض الحد السفلي ( 3

ان  ي الاقير
 
 مكان كل س ف

 نطرح ( 4

 (السفلي )  –( العلوي ) 

 (أ ) ق  –( ب ) ق 

 ناتج التكامل المحدود دائما رقم  

 التكامل الغير محدود 

 

  

 التكامل للمقداربعد إجراء 

ي التكامل و  د س( 0  
 نلغ 

ي النهاية ( 6
 
 جـ +نضع ف

 حيث             
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 تكامل س لها قوة     ( 6

 ح϶، ن 0 –  ≠جـ    ، حيث ن +   0+ ن أ س=  دس  ʅ نسأ 

 0+ ن 

 جد التكاملات الاتية  : مثال 

0)  ʅ دس   7س 

6)  ʅ دس   8س 

3)  ʅ دس    2 س 

4)  ʅ دس    6 –س 

7)  ʅ دس    2 –س 

2)  ʅ دس    5 –س 

5)  ʅ 3 س  دس 

0) ʅ 4دس   6س 

06) ʅ        0 دس   3س 

7 

03) ʅ        1 – دس   4 –س  

2 

04) ʅ دس       س 

6 

7 

09) ʅ              دس 
6س  

6 

8) ʅ 6دس   3–س 

00) ʅ              دس 
 س

 ب 3

 ب+ أ 

ب + أ   

 ب

يد (  )  0+ ن ) بتكير  ( موجبة ) ن   (بير 

 (بتنقص ( )  0+ ن  –)بتصغر ( سالبة ) ن 

 

 س (             =                   كسر ) ن 
 أ

 ب

07) ʅ 3دس       س

= 

5  

4 

02) ʅ دس       س 

– 0  

09 

05) ʅ – 2 دس       س 

– 5  

0 
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 جد التكاملات الاتية  : مثال 

0) ʅ  (3 0+  6س7 –س  ) دس 

6) ʅ  (8+ س 2+  6س  ) دس 

4) ʅ  (36 –س2+  3س5+  7س   ) دس 

7) ʅ  (06+ س   8+     7س6 –  5 – س ) دس 

5) ʅ (6 – 7 00 –س3 –س  ) دس 

3) ʅ  (4أ  –س 8+  6س2+  3س ) دس 

4) ʅ  (4 2  –  0 –س8+   3 –س06+ أ  ) دس 

0) ʅ  (4س    5+   8 – س  – 3س ) دس 

8 

2 

8) ʅ  (4س0+ س    7  –    س  ) دس 

5 

3 

– 7  

0 

09) ʅ  (0+   3 –س+ س   +      س6 – 4س  ) دس 

0 

6 

– 3  

7 

2) ʅ  (0+   3س+        س            –  7 –س6 – 4س  ) دس 
0 

4 
3  
7 
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انات المثلثية      ( 3  تكامل الاقير

ʅ  جـ + جتا س  –=  جا س  دس 

ʅ  جـ + جا س =   جتا س  دس 

ʅ جـ + ظاس =  س  دس 6قا 

 جد التكاملات الاتية  : مثال 

ʅ  جـ =                             + دس ( ب + أس ) جا 
(ب + أس ) جتا  –  

 أ

ʅ  جـ                                               =                              + دس ( ب + أس ) جتا 
(  ب + أس ) جا    

 أ  

ʅ جـ  =                               + دس ( ب + أس )  6قا 
(  ب + أس ) ظا    

 أ  

0) ʅ  ( س  6قا+  جاس ) دس 

6) ʅ  (6 جاس    –جتاس ) دس 

3) ʅ  (4جاس 4+ س 6قا ) دس 

4) ʅ 6

   

 دس (   4س+ جتاس +           جاس 3 –) 

7) ʅ  (– 3 س 7 –جتاس + س 6قا+ جاس  ) دس 

0 
6 2) ʅ  (4 7 – س7 –س 6قا4+ جتاس         – 3س   ) دس 

5) ʅ س6قا 
3 

 5س

2 
 دس  (             –+               جتاس 6) 

8) ʅ  دس (   3+ س 5) جا 

0) ʅ  دس (   7+ س 3) جتا 

09) ʅ دس (   0+ س 4)  6اق 

00) ʅ  دس (  س 8 – 0) جا 

06) ʅ  دس (  س 6 – 5) جتا 

03) ʅ دس (  س  0 – 6)  6اق 

04) ʅ 0 
6 

 دس (  3+ س )        جا 

07) ʅ س 

7 
 دس (  5 –)         جتا 

02) ʅ 6 
3 

 دس (  7+ س )         6قا

05) ʅ  (– 3س7 –( 6 –س 7) جتا+ س 4 6قا+ س 6جا) دس 

00) ʅ  (4  4س7 –س 5جا  6+ س 6قا 2+ س 5جتا   ) دس 

08) ʅ  ( 4 –س7 –س 5جا + س 8 6قا+ س 3جتا   ) دس 
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 تكامل القوس له قوة وما داخلة خطي      ( 4

 جد التكاملات الاتية  : مثال 

ʅ  ( ب + أس)جـ  =                                + دس   ن 
( 0+ ن  )(ب + أس )   

 ( 0+ ن ) × أ 

0) ʅ  (5 0+ س )دس                                  8 

6) ʅ  (8  +6 س)دس                                  7 

3) ʅ  (0  +4 س)– دس                                   5 

4) ʅ  (3 – 4 س)– دس                                   3 

7) ʅ  (( 4 –س 6)   –جاس 6+ س 4 – 3س
 دس                                (    3

2) ʅ  (092  –جاس +  س6قا4 – 6س   )                                دس 

5) ʅ 0 
6 

 دس (  6 س3  –س 6قا3+ جاس         –  3 –س 4) 

8) ʅ  (3(  س  – 3) جتا3+  4س7 –( س6)جا)                                دس 

0) ʅ 
0 

 دس                                ((  س 6 – 3) جا3+ س   7  –(  2+ س 6)6قا3)  6
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   6= دس ، فجد          عند ما س    6+  3س ʅ= إذا كانت ص 
 دص

 دس

   6= دس ، فجد          عند ما س               ʅ= إذا كانت ص 
 دص

 دس
 6س

  7+ س 3

 (         0)دس ،  فجد ق (    3س7 – 5)  ʅ( = س)إذا كانت ق 

س

  

 

 (         س)دس ، فجد ق  3(س 5 –)             ʅ( = س)إذا كانت ق 

 (0)س ، فجد ق 6+  3س6 – 4س= دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

 (0)، فجد ق  6+  6س4 – 3س8= دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

 (س)، فجد ق  0+ س  6 – 3س4= دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

   4= دس، فجد          عند ما س ( 0 –س 5) ʅ= إذا كانت ص 
 دص

 دس

 09(د                 8( ج            09 –( ب              7( أ 

   3= دس ، فجد          عند ما س               ʅ= إذا كانت ص 
 دص

 دس
0 

  7+ س 

  (د           (      ج                 –( ب               – (أ 
0 

8    

0 

8  
0 

4  

0 

4  

 6 –( د               8( ج            09 –( ب              6( أ 

 6 –( د               7( ج            5 –( ب           صفر( أ 

  4 –( د              02( ج            49 –( ب            49( أ 

 65 –( د              5( ج            5 –( ب            65( أ 

اشتقاق التكامل الغير 

 محدود

)             ( = )             ( 

الطرف الذي معه اشارة  

فإن ... التكامل و دس 

ي التكامل و دس
 المشتقة تلغ 

الطرف الذي ليس معه 

  عادي هتكامل و دس نشتق

 المحدودالتكامل اشتقاق 

 

)             ( = )             ( 

مشتقة التكامل المحدود 

 دائما صفر 

 

 

 

  

 دص (س)، ق (                السؤال  حمفتا) مشتقة التكامل 

 دس
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 (0 –)، فجد ق  6س+  3س3= دس ( س)ق  ʅإذا كانت  (         0)دس ، فجد ق (  0+  3س+  7س3)  ʅ( = س)إذا كانت ق 

 (9)، فجد ق    6س6 – 3= دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

 (         0)دس ، فجد ق (  6+  3س7)  ʅ( = س)إذا كانت ق 

 66 –( د             66( ج            64 –( ب            64( أ 

 6 –( د              6( ج             09 –( ب              8( أ 

 5 –( د              02( ج           02 –( ب              5( أ 

 5 –( د              5( ج            07 –( ب             07( أ 

 (         9)دس ، فجد ق (  5 –6س) ʅ( = س)إذا كانت ق 

 5 –( د              5( ج            07 –( ب             07( أ 

 3 –( د              7( ج            2 –( ب             3( أ 

 4 –( د              4( ج           8 –( ب        صفر( أ 

 7 –( د                 7( ج              2 –( ب             3( أ 

 7 –( د                 6( ج              6 –( ب             3( أ 

 س 6
 

 (         6)دس ، فجد ق                  ʅ( = س)إذا كانت ق 

 (0–)،    فجد ق     5 – 3س=  دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

 (4)جـ ، فجد ق + س  6 – 6س3= دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

 (0)،فجد ق   0+  6س= دس ( س)ق  ʅإذا كانت 

 س ، فجد5 – 3س= دس  0+  6س( + س)ق  ʅإذا كان 

 (6)ق  

 (6)س ، فجد ق 5 – 3س= دس  0+  6س( + س)ق ʅإذا كان 

 (         س)دس ، فجد ق ( س 4+  6س2) ʅ( = س)إذا كانت ق 

 6( د                  2( ج               7( ب               4( أ 

، وكان         0+ أس +  6س= دس ( 3( + س)ق )  ʅإذا كانت 

 فجد قيمة الثابت أ  4( = 0)ق 
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ة   (محرمات التكامل ) حالات لا تكامل مباشر

 جد التكاملات الاتية  : مثال 

 س 
 ʅ                              دس 

ʅ                              س  دس 

3 

  3س
 ʅ                              دس 

ʅ                              4س دس  

3 

ʅ 6                              س  دس 

3 

ʅ  (23 –س+              +              +  7س    )              س  دس 
 

 س 

7 

ʅ  (6                   +7س   )              6 –س دس   

7 

ʅ                                 6 –س دس   

7 

ʅ                              3س دس  

7 

ʅ                              6س دس  

7 

ʅ  (6  3 –س+               +              + س    )              س  دس 

3 

    6 –س

5 
6 

3 

 تكامل الجدر تحتة س                (  محرمات )  (0
 

 يحول الجذر إلى قوة كسرية  س( أ   

 يكامل كقوة كسريه( ب 

 يرجع جذر ( ج 

 

  الداخلس

 الخارج

 الداخل

 جالخار
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 جد التكاملات الاتية  : مثال 

ʅ  دس(  0 –س 7) س 

ʅ 6 دس(  6+ س ) س 

ʅ دس( س 7+  6س6)  6س 

ʅ   دس(  3+ س ) س 

0 

3 

ʅ              +              (37س   )س  دس 
 

 س 
 

ʅ    س  دس×                6س 
 

ʅ  (6 0 –س )دس  6 

ʅ  (3 6+ س )دس  6 

ʅ  (6 3+ س )دس  6 

ب ( محرمات ( ) 6  سينات  دس× سينات  ʅتكامل الض 

ب ( أ     نجري عملية الض 

 نجع الحدود اذا امكن ( ب 

 نكامل عادي ( ج 

  6ب+ أب 6       6أ=  6(أ     ب ) 

 

–  
 + 

–  
 + 

ʅ    دس×                 س 
  6س

3 
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ʅ  (3+  6س )دس  6 

ʅ  (7+  6س(  )  3+   س   )دس 

ʅ  (70 –س (  )  6+   س   )دس 

ʅ  (6 –س 7(  )  0+   س   )دس 

ʅ  (0 –س (  )  0 –  6س   )دس 

ʅ  (6+  6س(  )  3 – 6س   )دس 

ʅ 3 دس(   س 7 – 2) س 
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 جد التكاملات الاتية  : مثال 

ʅ           دس 
6 

 3س

ʅ           دس 
3 

 4س6

ʅ   +           (3    )دس 
6 

  7 –س

ʅ            (–  6    )دس 
4 

  3 –س

ʅ           دس 
4 

 6س5

ʅ  (67+            –  3س   )دس 
5 

  4 س

ʅ  (3  –              )دس 
5 

  7 س3

ʅ             (–             )دس 
7 

   5 –س
6 

  3 س7

ʅ                دس 
3 

 6 –س 8

  تكامل القسمة لها ثلاث أشكال( محرمات ( ) 3

 (أ

 

 ( ب

 

 ( ج

 

 

 ( د

 

 

 دس                    ʅ ترفع س للأعل وتستبدل إشارة القوة 

 

 نكامل عادي 

 أ

 القوةب س

 دس                    ʅ ترفع س للأعل وتستبدل إشارة القوة 

 
 نكامل عادي 

 معادلة  

 القوةب س

  نوزع المقام 

ʅ                  دس 

 

 معادلة  

 ب+ أس 
  نختض

 نكامل عادي 

  نحلل 

 أ

 القوة(ب + أس ) 

 للأعل وتستبدل  يرفع القوس

 دس                          ʅ إشارة القوة 

 
 نكامل عادي 
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ʅ                دس 
6 

 س 
3 

س

  

 
0 ʅ    +            (3   )دس 

س

  

 
3 ʅ               )           +              (س  دس 

 
 س 

 

ʅ دس(   3س+          –)           6س 
3 

  7 س
6

6 7 

ʅ دس(   6س+    3  –)           6س 
6 

  4 س

ʅ دس(   6س+    3  –)           6س 
6 

  4 س

ʅ                      دس 
 3س3+  7س

 س

 س +  6س+  3س+  7س

 س
ʅ                                       دس 

ʅ                              دس 
  6س+  3س+  4س

 6 –س3

ʅ              دس 
س

  

 
7 
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ʅ                          دس 
  3س+  4س

 3س6

ʅ                                دس 
   3 – 6س8+  3س2

 6 س

ʅ                       دس 
  3+    3س5

 6س

ʅ دس(   6س+    3  –)           6س 
6 

  4 س

ʅ                      دس 
  5+    7س

س

  

 

ʅ دس(    6 –س+    3  –)           3س 
6 

  س7

س

  

 
7 ʅ               )           +              (س  دس 

 
 س 

 

ʅ                       دس 
  67 – 6س

 7+ س 

ʅ                       دس 
  6 – 6س6

   0 –س 

ʅ دس(    3  –س    )          +   3س 
6 

  3س3

– 6  

5 
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ʅ                       دس 
  02 – 4س

   6 –س 

ʅ                       دس 
  4 – 6س

   6 –س 

ʅ                       دس 
 س 2 – 6س6

   3 –س 

ʅ                       دس 
 س 6 – 6س

 س   – 6

ʅ                             دس 
 3+ س 4 – 6س

   3 –س 

ʅ                             6 – ≠، س    دس  
 4+ س 4+  6س

   6+ س 

ʅ                       دس 
  8+  3س

   6+ س 

ʅ                       دس 
  067 – 3س

  7 –س 

ʅ                       دس 
  6+  3س6

  0+ س 

ʅ                       دس 
  65 – 3س

 س    – 3

ʅ                       دس 
 س 4 – 3س

 س    – 6
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انات المثلثية ( محرمات ( ) 4  تكامل الاقير

 (أ

 

 ( ب

 

 ( ج

 

 (    د

 

 ( ه

 

 

 

ʅ                  دس 

 

0 

  بــــــ قاسللأعل وتستبدل  جتاسترفع  جتاس

ʅ                    دس 

 

0 

 س6جتا
  س6قابــــــ للأعل وتستبدل  س6جتاترفع 

ʅ   ظاس  دس 

 

  تستبدل بــــــ   
 جاس

 تاسج

ʅ                    دس 

 

0 

 س6 –قا
  س6قابــــــ ترفع للأعل وتستبدل 

ʅ   ظتاس  دس 

 

  تستبدل بــــــ   
 جتاس

 جاس

 جد التكاملات الاتية  : مثال 

ʅ                    دس 

 

5 

 س6جتا

ʅ                    دس 

 

3 

 س 6 –قا

ʅ   جتاس ظاس  دس 

 

ʅ 7س  دس  6س قا6جتا 

 

ʅ 6س  دس  6س قا3جتا 

 

ʅ                    دس 

 

 جاس

 ظاس

ʅ   ظاس جتاس  دس 

 

ʅ   ظتاس جاس  دس 

 

 ʅ                                   دس 
 س6جتا7 – 6س

 س6جتا 6س
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 جد التكاملات الاتية  : مثال 

ʅ    7س دس×                 س  
3 

ʅ                          7 – 2س دس 

 س
3 

ʅ                               دس 
  2 –س 4 – 3س6

 6س
7 

ʅ                                دس 
 س6جتا6 – 3س

 س6جتا 3س

ʅ  (53 – 3س6( )  6 – 3س   )  دس 

 

ʅ  – 3دس  (    0+  4س – 2س6)  4 –س 

 

ʅ                         دس 
  6س7 – 3س3

 7س 3
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ʅ                          دس 

 

  7+  6س

6 

ʅ 67س دس               7×   6س  
3 

ʅ                              دس 

 

   3 –س 6 3جتا

 س6 6 جتا

ʅ   +                        (3 ظاس جتاس  )  دس 

 

0 

 س2 6 جتا6

ʅ                  +             (–  3  (  س  – 6) جا )  دس 

 

  3     

 4س
     5     

 س6جتا

ʅ   (3س 7جا7+  6س   )  دس 

 

ʅ  دس     7( 0+ س 6+ ) س 3س ظا3جتا 

 

ʅ  +                         (37 –س     )دس 
4  

  7( 0+ س 3) 

ʅ                (               ×–  جتاس قاس  3س   )  دس 

 

6 

 جتاس

7 

 جتاس

ʅ  (6س 6قا+           +      س2+    4س   )  دس 

 

6 

 4س

– 3  

7 
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ʅ  (س 6قا+   6 –س+   جتاس+   6س   )  دس 

 

ʅ              +              (–  4 (   س 6 – 6) 6قا )  دس 

 

4 

7 

  3     

  7س
3 

ʅ                     دس 

 

 قاس    

 جتاس

ʅ                (–   جتاس ظاس   )  دس 

 

 3س

00 
 

ʅ                          0 –  ≠، س  دس  
 س +  6س

  0+ س 

ʅ  (7 0 –س (  )  6+ س    )  دس 

 

ʅ  ( 3 –س+ س  –س 6قا5 –جاس     )  دس 

 

ʅ                              6 ≠دس  ، س  
 2+ س 7+  6س

   6+ س 

ʅ                            دس 
7 

 4 –(6+ س 3) 

ʅ  +                        (23 –س     )دس 
0  

 س 6 – 4
3 

  8+ س 5
7 ʅ                        دس 

ʅ  (7  س   +  جتاس   2+ جاس   )  دس 

 

6  

7 
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ʅ   (6 3 –س )دس     2 

 

ʅ   (س 6قا+ س 7جا+ س 6جتا  )  دس 

 

ʅ  +                         (3( س 6 – 3) جتا +   6س )دس 
3  

   3–( 7 –س 6) 

ʅ  +              (3جتاس 3+ جاس 6 –س 6قا )دس 
0  

    5 –س

ʅ  ( ( +               س 3 – 6) جا–            )دس 
0  

    5 س4

0  

    8س

ʅ                            3(س 3 – 7)   دس  
7 

08 

 7( 0+ س 6) 
ʅ    )                         +                          (دس 

08  

   0+ س 6
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انا قابلا للاشتقاق،  إذا   ، و كان 7 –س 6( = س)و كان ق كان ق اقير

  ( 0)قيمة ق ، فجد  4( = 6)ق   

انا قابلا للاشتقاق،  إذا   7+  3س8 –س 2( = س)و كان ق كان ق اقير

ان ق  6( = 0 –)، و كان ق      ، فجد قاعدة الاقير

 التفسير الهندسي ( 0

 مفتاح السؤال

 إذا كان ميل المماس ( أ

ان ( ب  إحسب قاعدة الاقير

 (عدد)جد ق ( ج

 خطوات الحل

 (س)ق = ميل المماس 

 دس( س)ق  ʅ( = س)ق ( 0

 جـ+ نكامل عادي  (6

 من ( جـ ) التخلص من ( 3

 المساعدة              

 (أ ، ب ( ) أ   

 ب( = أ ) ق ( ب

 حيث          

 قيمة س : أ 

 الجواب : ب 

ي ( 6
 
يائ  التفسير الفير 

 مفتاح السؤال

 ـــفــتــــــــــعــــ

 إحسب السرعه( أ

 إحسب المسافة ( ب

 (موقع الجسم )     

 خطوات الحل     

 ند( ن) ت ʅ( = ن) ع( 0

 ند( ن) ع ʅ( = ن) ف( 6

 جـ+ نكامل عادي  (3

 من ( جـ ) التخلص من ( 4

 المساعدة              

 ب( = أ ) ع ( أ  

 ب( = أ ) ف ( ب

 حيث          

 قيمة ن : أ 

 الجواب: ب 

 

 

 

 

 

 

 تطبيقات التكامل غير المحدود
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   0 –( = 6)ق  و كان ، 3س4( + س  7 – 2)  س3( = س)ق كان   إذا 

  ( 0)قيمة ق ، فجد    

  ، و كانصفرا  ≠، س                              ( = س)ق كان   إذا 

ان ق فجد  ، 06( = 0)ق       قاعدة الاقير

 3س8+ س 2+  6س

 س 

  ( 0)ل –( 3)ل قيمة ، فجد س 6 – 3س2 – 6س2( = س) لكان   إذا 

، فجد  6( = 9)ق  ، و كاندس (  6+  3س7)  ʅ( = س)ق كان   إذا 

  ( 0)قيمة ق 
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ان ق ، علما بأن منحنا يمر بالنقطة   ، (  6، 0 –) جد قاعدة الاقير

 يعط( س ، ص ) عند النقطة ( س)ق = و أن ميل المماس ص 

    0 –س 6(  = س)ق 

ان ( 0)جد قيمة ق   ، علما بأن ميل المماس لمنحن  الاقير

 يعط بالقاعدة ( س ، ص ) عند النقطة ( س)ق = ص 

( 4+ س 7)  7( = س)ق 
4
 (  5، 0–) ، وأن منحنا يمر بالنقطة  

 عند النقطة  يعط( س)ق = و أن ميل المماس ص 

    0 –س 6(  = س)ق 

انا قابلا للاشتقاق ، وكان كان  إذا   ،س  4+  3س3( = س)ق  ق اقير

  ( 3)قيمة ق فجد  ،  4( = 0)ق  و كان 

ان ( 04)جد قيمة ق   ، علما بأن ميل المماس لمنحن  الاقير

 يعط بالقاعدة ( س ، ص ) عند النقطة ( س)ق = ص 

 (  7، 9) ، وأن منحنا يمر بالنقطة                        2( = س)ق 

 عند النقطة  يعط( س)ق = و أن ميل المماس ص 

    0 –س 6(  = س)ق 

   0 –س 6
3 
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انا قابلا للاشتقاق ، وكان كان  إذا   ،س 6 – 6س3( = س)ق  ق اقير

ان علما بأن النقطة     تقع علية  (  3،  6) فجد قاعدة الاقير

انا قابلا للاشتقاق ، وكان كان  إذا   ، 3( 0+ س 6) ( = س)ق  ق اقير

ان علما بأنه يمر بالنقطة    (  03،  9) فجد قاعدة الاقير

ان ق عند النقطة   ( س ، ص ) إذا كان ميل المماس لمنحن  الاقير

ان ق  3 – 6س2+  3س4(  = س)يساوي ق   ، فجد قاعدة الاقير

ان يمر بالنقطة    (   9،  6 –) علما بأن منحن  الاقير

ان ق عند النقطة   ( س ، ص ) إذا كان ميل المماس لمنحن  الاقير

ان ق (   0 –س 3) س (  = س)يساوي ق   ، فجد قاعدة الاقير

     6 –( = 9)علما بأن ق 
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ان ق عند النقطة   ( س ، ص ) إذا كان ميل المماس لمنحن  الاقير

ان ق علما 4+  6س2(  = س)يساوي ق   س  ، فجد قاعدة الاقير

     6( =  0)بأن ق  

ان ق عند النقطة   ( س ، ص ) إذا كان ميل المماس لمنحن  الاقير

ان ق (  6+ س ) س 3(  = س)يساوي ق   ، فجد قاعدة الاقير

  (    6،  9) علما بأنه يمر 

ان ق عند النقطة   ( س ، ص ) إذا كان ميل المماس لمنحن  الاقير

ان ق (  0 –س 8(  = ) س)يساوي ق   ، فجد قاعدة الاقير

     3( =  0 –) علما بأن ق 

ان ق عند النقطة   ( س ، ص ) إذا كان ميل المماس لمنحن  الاقير

ان ق  3+ س 09 – 6س0(  = س)يساوي ق   ، فجد قاعدة الاقير

 ( 3،  0 –) علما بأنه 
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 ث إحسب /م( 4+ ن 6( = ) ن)يتحرك جسم حسب العلاقة ع 

ي ف( 3)المسافة بعد مرور 
ي علما بأن الموقع الإبتدائ 

  2( = 9)ثوائ 

 

 إحسب  6ث/م( 6+ ن 2( = ) ن)يتحرك جسم حسب العلاقة ت 

 ث /م03( = 6)الحركة علما بأن ع السرعة بعد مرور ثانية من بدء

 

 إحسب  6ث/م06( =  ن)يتحرك جسم حسب العلاقة ت 

 ث /م5( = 9)السرعة علما بأن السرعة الإبتدائية ع

 

 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن شعتة بعد ن ثانية

 ث فجد موقع الجسم بعد /م( 0+ ن 6( = ) ن)تعط العلاقة ع 

ي ف( 3)مرور 
ي علما بأن الموقعة الإبتدائ 

 م 4( = 9)ثوائ 
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 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن شعتة بعد ن ثانية

 ث فجد موقع /م( 5+ ن 8+  6ن3= ) ( ن)تعط العلاقة ع 

ي ف
 م 7( = 9)الجسم بعد مرور ثانيتير  علما بأن الموقعة الإبتدائ 

 

 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن تسارعه بعد ن ثانية

 فجد شعة الجسم  6ث/م(ن 4 – 4( = ) ن)تعط العلاقة ت 

ي علما بأن شعته الإبتدائيه ع(  3) بعد مرور 
 ث/م 8( = 9)ثوائ 

 

ي خط مستقيم بحيث أن تسارعه تعط
 
 تتحرك نقطة مادية ف

 فجد موقع الجسم علما بأن  6ث/م(ن 2( = ) ن)بالعلاقة ت 

 م 7( = 9)ث  ،   ف/م 6( = 9)ع    

 

ي خط مستقيم بحيث تعط بالعلاقة  
 
 تتحرك نقطة مادية ف

 فجد موقع الجسم بعد مرور 6ث/م( 6 –ن 2( = ) ن)ت 

 م 3( = 9)ث  ،   ف/م 0( = 9)ثانيتير  علما بأن ع  
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 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن شعتة بعد ن ثانية

ي /م 6( 0+ ن )  3( = ن)تعط العلاقة ع 
 ث فجد المسافة النر

ي فيقطعها الجسم علما بأن الموقعة 
 م 06( = 9)الإبتدائ 

 

 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن شعتة بعد ن ثانية 

 ث، فجد القاعدة/م (( 0 –ن 6) جتا 06( = ) ن)تعط العلاقة ع 

ي تمثل موقع الجسيم بعد مرور ن ثانية من بد  
 ء الحركةالنر

 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن تسارعه بعد ن ثانية

 ،  فجد شعة  6ث/م                          ( = ن)تعط العلاقة ت 

 ث/م 0( = 9)الجسم علما بأن شعته الإبتدائيه ع

 

3 

  6 –( 6+ ن 6) 

 يتحرك جسم عل خط مستقيم بحيث أن شعتة بعد ن ثانية 

 ث ، فجد /م (0+ ن 4( ) 0 –ن 3( = ) ن)تعط العلاقة ع 

ي تمثل موقع الجسيم بعد مرور ن ثانية من ( أ   
 القاعدة النر

 بدء الحركة      

 موقع الجسيم بعد مرور ثانيتير  من بدر الحركة ، علما ( ب   

ي ف           
 م 5( = 9)بأن موقعة الابتدائ 
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ة ( س)إذا كان ق ( 3 التكامل المحدود   ان ق المعرف عل الفير  هي مشتقة الاقير

   8 –( = 0 –)، ق  07( = 3 –)وكان ق  ]0 –،  3 – [   

 (      3 –)ق  –( 0 –)فجد   ق   

ان ق ( 4 ة إذا كان الاقير  ،  وكان   ] 7،  0 [معرفا عل الفير

 (      0)ق  –( 7)، فجد   ق  0+ س 6( = س)ق   

ة ( س)إذا كان ق ( 0 ان ق المعرف عل الفير  هي مشتقة الاقير

  67( = 0)، ق  00( = 6)وكان ق  ] 0،  6 [   

 فجد            
     ʅ   دس              (  س)ق 

    0 

  6 

ة ( س)إذا كان ق ( 6 ان ق المعرف عل الفير  هي مشتقة الاقير

  8( = 3)، ق  06( = 0 –)وكان ق  ] 3،   0 – [   

 فجد            
     ʅ 6  دس              (  س)ق 

    3 

 – 0 
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ة ( س)إذا كان ق ( 7 ان ق المعرف عل الفير  هي مشتقة الاقير

  7( = 6)،  ق   3( = 0 –)وكان ق ،  ] 6، 0 – [   

 فجد            
     ʅ 4  دس              (  س)ق 

    6 

– 0  

   4( = 6)، ق  3( = 0)متصلا وكان ق ( س)إذا كان ق ( 2

 

 وكان                                    ، حيث أ عدد ثابت ، فجد  

 

 قيمة الثابت أ ؟

      ʅ   06= دس (  س)أ ق               

    6 

0 

 

 يساوي                        ، فإن    6س3 =( س)إذا كان ق ( 5

  

            0( د              2( ج              3( صفر            ب( أ 

     ʅ   دس              ( س)ق 

    0 

 9  

   6( = 0 –)، ق  4( = 6)متصلا وكان ق ( س)إذا كان ق ( 8

 

 وكان                                    ، حيث أ عدد ثابت ، فجد  

 

 قيمة الثابت أ ؟

  4 –( د              4( ج              2 –( ب                2( أ 

      ʅ   06= دس (  س)أ ق               

    6 

– 0  
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 جد قيمة التكاملات الاتية  : مثال 

0) ʅ  8                دس 

   3 

 0 

6) ʅ   – 4                 دس 

   3 

 – 0  

4) ʅ   6              س   دس 

    4 

  0  

7) ʅ   3دس                 6س 

    3 

 – 6  

0 

 س
3  

2) ʅ                              دس 

   3 

 0  

5) ʅ   (6 5+ س  )              دس 

    3 

 – 0  

8) ʅ   (37+ س 06 – 6س   )              دس 

  – 0  

 6 

0) ʅ  (0 – 4 س  )              دس 

   6 

 9 

0 

س
– 6  

09) ʅ                             دس 

   4  

 0 

00) ʅ   ( س 4 –س  )              دس 

   6 

 0 

6 

س
– 6  

06) ʅ                             دس 

   2  

 0 

3) ʅ                          دس 

   0 

 4 

8 

7 
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03) ʅ  4              س  دس 

   9 

 3 

0 

  س
4 
3 

04) ʅ                              دس 

   8 

 0  

 س
 

2 
07) ʅ                             دس 

   0  

 4 

05) ʅ   (4 0 –س   )              دس 

   3 

 0 

08) ʅ  7                دس 

   3 

 0 

00) ʅ  – 5                 دس 

– 6 

 9 

69) ʅ  – 6                دس 

  3 

 – 0 

60) ʅ  0                دس 

   0 

 2 

66) ʅ  دس                3س 

   3 

 6 

63) ʅ   ( 0+ س   )              دس 

   6 

 9 

64) ʅ   (6 –  س  )              دس 

   0 

 9 

4 

3 
02) ʅ  04(س     )              دس 

   0 

 9 
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67) ʅ   (6 5+  4س7 – 3س8+ س   )              دس 

   6 

 9 

 س

6 
62) ʅ   +              (7  )              دس 

   3  

 0 

65) ʅ   (3 0+ س  ( )  6 –س   )              دس 

   6 

– 6  

0 

 س
3

 

  

8  

68) ʅ                                  دس 

   0  

 8 

60) ʅ   (306 – 6س   )              دس 

   6 

 – 6  

 س

6 
30) ʅ   +              (7   )              دس 

   3  

 0 

0 

  6 س
36) ʅ                              دس 

   6  

 0 

39) ʅ   (3 – 36س   )              دس 

   0 

 – 0  
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2 

  3 س
33) ʅ                             دس 

   3  

 6 

34) ʅ                              دس 

   0 

 9  

 س
3 

37) ʅ 2                             دس 

   4 

 0  
 س

 

0 

 س
3

 

  

  

32) ʅ                   (– 3   )              دس 

   9  

 0 

35) ʅ                                         دس 

   3  

 6 

2 

  3 –( 4+   س6) 

38) ʅ                              6 – ≠دس  ، س               

   6  

 0 

 2+ س 7+  6س

   6+ س 
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 (0 –) فجد ق 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (السؤال  حمفتا) مشتقة التكامل المحدود          

 دائما الجواب يساوي صفر ( ..... س)، ق                 
 دص

 دس

 دس  ، فجد               (   0+ س  6)  ʅ =إذا كان ص  (0

    3 

 0 

 دص

 دس

 دس  ، فجد            (   6س6+    7س5)  ʅ =إذا كان ص  (6

    3 

– 6  

 دص

 دس

 دس   ، فجد                                        ʅ =إذا كان ص  (7

    0 

 0  

 دص

 0+  6س5 دس

 

   7  

  3 

 7س

  5+  6س

 6س5

  0+  6س3
 دس                    ʅ+  دس                     ʅ= إذا كان ص  (2

 فجد 
 دص

 دس

   3  

  0 

  0 –س  

  0+ س 

 س7

  0+  6س
 دس                    ʅ+  دس                     ʅ= إذا كان ص  (5

 دص  6= فجد            ، علما أن س 

 دس

  0 –س 7
 

 (               3) دس  ، فجد ق                       ʅ( =س)إذا كان ق  (4

    4 

  9  

 دس              (   6 –س0+    3س4)  ʅ( =س)إذا كان ق  (3

    2 

– 0  
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 ب

 أ 

 أ 

 ب

 أ 

 ب

 المقدار غير معرف ( 0

 مفتاح السؤال

 ʅ  صفر = دس ( س)ق 

 القانون

 (السفلي ( = ) العلوي ) 

 المقدار معرف( 6

 مفتاح السؤال

  ʅ صفر= المقدار معرف دس 

 

ʅ عدد= المقدار معرف دس 

 القانون

 نكامل عادي ( 0

 نعوض الحدود ( 6

 (السفلي )  –( العلوي ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التكامل المحدود ( مجاهيل ) ثوابت 

 جد قيمة التكاملات الاتية  : مثال 

3)  ʅ   ؟ ،  فجد قيمة الثابت ك    8 –= ك  دس            

   7 

 0 

6)  ʅ  8   فجد قيمة الثابت ب ؟ ،   64= دس             

 ب   

– 6  

0)  ʅ   ؟ ،  فجد قيمة الثابت جـ   8= س  دس            

 جـ   

 9 

4)  ʅ  3؟ ،  فجد قيمة الثابت أ    37 –= دس   6س            

 أ    

 3 

7)  ʅ  6   ؟ ،  فجد قيمة الثابت أ    0=  دس            

 0+ أ  

 9 

2)  ʅ  7   دس  =ʅ  5  ؟ ،  فجد قيمة الثابت جـ  دس            

 جـ  

 0  3 

 4 
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5)  ʅ   ؟ ،  فجد قيمة الثابت جـ   0= جـ  دس            

   4 

 0 

8)  ʅ   ؟ ،  فجد قيمة الثابت ب   3= ب  دس            

   0 

– 6  

0)  ʅ  6 فجد قيمة الثابت ك ؟  64= ك  دس  ،            

   5 

 0  

09) ʅ  7   ؟ ،  فجد قيمة الثابت ب   69= دس            

 ب  

 6  

00) ʅ  8 ؟ ،  فجد قيمة الثابت جـ   69= س  دس            

 جـ  

 6  

03) ʅ  3؟ ،  فجد قيمة الثابت ب   00= دس   6س            

 ب   

 6  

06) ʅ  6 ؟ ،  فجد قيمة الثابت ب   8= س  دس            

 ب   

 0  

04) ʅ  2؟ ،  فجد قيمة الثابت جـ   02= دس   6س            

 جـ6   

 9  
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02) ʅ  6 ؟ ،  فجد قيمة الثابت  جـ  8= س  دس            

   3 

 جـ  

07) ʅ  4   ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   06= دس            

   8 

 أ   

08) ʅ  4 ؟ ،  فجد قيمة الثابت  جـ جـ 2 –= س  دس            

   6 

 جـ  

05) ʅ ( 6 3+ س  ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  جـ  9= دس            

 جـ  

 0  

00) ʅ   (6 6+ س   ) قيمة الثابت  جـ ؟،  فجد   4 –= دس            

 جـ   

 0  

69) ʅ   (6 أ + س  ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   06= دس            

   3 

 0  

60) ʅ  3    ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   06= دس            

 أ6   

 أ   

66) ʅ  ( 6 –أس    ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   0= دس            

   0 

 9  
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63) ʅ  (4 أ  –س   ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   09= دس            

   6 

 9  

64) ʅ  ( 0+ أس    ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   4= دس            

   6 

 9  

64) ʅ  ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   9= دس (   س)ق            

  4 – 6أ 

 أ +  6

60) ʅ  ؟ ،  فجد قيمة الثابت  م   9= دس (   س)ق            

 – 5 

  0+  3م

65) ʅ  ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   9= دس (   س)ق            

 5+أ 7

   0 –أ   

62) ʅ  (6 – 4 س   ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  م   9= دس            

 م   

 3  

67) ʅ  (6 3 –س    ) ؟ ،  فجد قيمة الثابت  ن   9= دس            

   0 

 ن  

68) ʅ  ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   9= دس (   س)ق            

    6   

 أ  6   

39) ʅ  ؟ ،  فجد قيمة الثابت  أ   9= دس (   س)ق            

 أ   3   

   0  



 9507629970: ت                                  التكامل و تطبيقاته      فادي الشاقلدي       : إعداد الأستاذ 
 

39 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 يقسم السؤال إلى قسمير  

 المعطيات( 0

 مفتاح السؤال

  معطيات إذا كان ما بعدها ( أ

   معطياتإذا علمت ما بعدها ( ب

 الخاصية الخطية

 

 المطلوب ( 6

 مفتاح السؤال

  مطلوبفجد ما بعدها ( أ

   مطلوبفإن ما بعدها ( ب

 الخاصية الخطية

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 خصائص التكامل المحدود

0) ʅ                  دس = 

 ب  

 أ  

 (س)ل ق 

 ل

 عدد

 ل

6) ʅ                   دس = 

 ب  

 أ  

 (س)ق 

 ل

 عدد

0 

 الثابت خارج التكامل 

0) ʅ  ل  =  دس (  س)ل قʅ  ثابتدس ، حيث ل (  س)ق           

 ب   

 أ   

 ب   

 أ   

ط: ملاحظة  ي عملية الجمع و الطرح شر
 
 ف

 أن نوزع التكامل و نكامل كل حد لوحدة  

 أ  
–  
 + 3) ʅ  دس ( س)ع (     س)ق= ʅ  دس( س)ق      ʅدس (س)  ع 

 ب  

 أ  

 ب  

 أ  

 ب  

–  
 + 

ط: ملاحظة  ي عملية الجمع و الطرح شر
 
 ف

 أن نوزع التكامل و نكامل كل حد لوحدة  

 أ  
–  
 + 6) ʅ  دس ( س)ع (      س)ق= ʅ  دس( س)ق       ʅ دس (س)ع 

 ب  

 أ  

 ب  

 أ  

 ب  

–  
 + 
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 0   0  

   3 

 0  

   3    3 

 ،   6 –( =  س)ه  ʅ،     2= دس ( س)ق  ʅإذا كان   (0

ي 
ر
 : فجد قيمة كل مما يأئ

 دس (  س)ق  ʅ 6(  أ 

 

 

 دس (   4( + س)ق 2 –( س)ه 3)   ʅ( ب

   3 

 0  

 ، 7=  دس ( س)ع  ʅ،    6 –= دس ( س)ل ʅ 6إذا كان   (6

ي 
ر
 : فجد قيمة كل مما يأئ

   ʅ(  أ 

 

 

 دس (  س 6 –( س)ل 3 –( س)ع 6)   ʅ( ب

   6 

– 0  

6 

 – 0   

   6 

 – 0  

   6 

 – 0 

 (س)ع 7

6 
 دس

0) ʅ  (س 0+  7س ) دس 

   6 

6  

6) ʅ  (2 0+ جاس  ) دس 

 –6 

–6  

3) ʅ  (3 7+ س  ) دس 

  –0 

–0  

 ل ، فجد قيمة الثابت ل= دس (  6س7 – 5)  ʅ إذا كان  (4

   3 

  3  

0 

6 
 ك ، فجد قيمة ك= دس (  6س         – 5)  ʅإذا كان  (7

   5 

  5  

0) ʅ  صفر = دس ( س)ق 

 أ   

 أ  

6) ʅ  دس ( س)ق =– ʅ  دس( س)ق 

 ب  

 أ  

 أ   

 ب

3) ʅ  دس ( س)ق= ʅ  دس  ( س)ق  +ʅ  دس ( س)ق 

 جـ  

 أ  

 ب 

 أ 

 جـ 

 ب

 خواص التكامل المحدود
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 س
 0 

 7س
2) ʅ   )             +             (              دس 

   3 

 3  

 6س
3 

5) ʅ                 (–  7   )فجد قيمة جـ              ،     جـ=  دس 

   4 

 4  

ي   7= دس ( س)ق  ʅإذا كان   (0  
ر
 : ، فجد قيمة كل مما يأئ

 دس (  س)ق   ʅ(  أ  

 

 دس (  س)ق ʅ  7( ب

 

 دس (  س)ق ʅ 3( ج

   0 

 3  

   3 

 0  

   3 

 0  

   0 

 3  

 دس( س)ق  ʅ، فجد   2= دس ( س)ق ʅ 3إذا كان   (09 

 

 

   7 

 6  

   6 

 7  

6  

 دس( س)ق  ʅ، فجد   06= دس ( س)ق   ʅإذا كان   (00 

 

 

   7 

 3  

   3 

 7  

 دس(  س)ق     ʅ 3، فجد   0= دس ( س)ق  ʅإذا كان   (06 

 

 

   7 

– 6   

– 6 

   7   

  

 

3 

 7س
 فجد قيمة  أ أ    ، = دس              ʅإذا كان  (8

   7 

   7  

 ،    2= دس ( س)ق  ʅإذا كان   (03 

 دس(  0+ س 6 –( س)ق 3)  ʅفجد 

 

 

   4 

 5     5 

 4  

 دس( س)ق ʅ 3، فجد  09= دس ( س)ق ʅ 7إذا كان   (04 

 

 

   4 

 0 

   0 

 4  
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  8= دس ( س)ق  ʅ،    02= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (07 

 دس ( س)ق  ʅفإن  

 

 

   6 

– 0  

   6 

 3     3 

 – 0   

  08= دس ( س)ق  ʅ،     0= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (02 

 دس ( س)ق  ʅفإن  

 

 

   0 

– 6  

   6 

– 6  

 

   6 

   0   

  0= دس ( س)ق  ʅ،    7= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (05 

 دس ( س)ق  ʅفإن  

 

 

   0 

   5  

   4 

   5 

 

   4 

   0   

   4 –= دس ( س)ق  ʅ،    3= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (08 

 دس ( س)ق  ʅفإن  

 

 

   0 

   2  

    2 

   6 

 

   6 

   0   

   4 –= دس ( س)ق  ʅ،    2= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (00 

 دس ( س)ق ʅ 6فإن  

 

 

   3 

   0  

    3 

   6 

 

   6 

   0   

   4 –= دس ( س)ق  ʅ،    2= دس ( س)ق ʅ 3إذا كان   (69 

 دس ( س)ق ʅ 6فإن  

 

 

   0 

9 

    0 

   3 

 

   3 

9   

   09 –= دس ( س)ق  ʅ،  07= دس ( س)ق ʅ 3إذا كان   (60 

 تساوي دس ( س)ق ʅ 6فإن  

 

                   67( د               07( ج            03( ب                7( أ 

 

 

   2 

0 

    2 

   6 

 

   6 

0   
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 =  إذا كان ( 66

  

 دس ( س)ق  ʅإحسب  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 6≥ س ≥  0 –،  6 –س 4

 3≥ س ˃  6،       6س3 

3  

– 0   

 

 =  إذا كان ( 63

  

 دس ( س)ق  ʅإحسب  

 

 

 

 

 

 

 

 

 0≥ س ≥  9 ،         س 6

 6≥ س ˃  0،    0+ س 6 

6  

9   

   3=  دس (  6 –( س)ق  )ʅ،  8= دس ( س)ق ʅإذا كان  (64 

 دس ( س)ق  ʅفإن  

 

 

   3 

– 0  

    2 

– 0 

 

   2 

   3   

   6= دس ( س)ق  ʅ،    3= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (67 

 دس  (س 6+  (س)ق )  ʅفإن  

 

 

   7 

   0  

   3 

   0 

 

   7 

   3   
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   3= دس ( س)ق  ʅ،    4= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (62 

 دس  ( 6+  (س)ق )  ʅفجد  

 

 

   3 

   0  

    7 

   3 

 

   7 

   0   

 دس ( س)ق  ʅ، فإن 8= دس (  3 –( س)ق 6)  ʅإذا كان (65 

 

 

   6 

– 0      6 

– 0  

 

– 0  

  3 

 

6 

    7 –= دس (  س)ع   ʅ،   2= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (68 

 فجد

 دس  ( (س)ع  – (س)ق 4)   ʅ(  أ  

 

 

 

 

 دس  (  6( + س)ع 3 – 6س2)   ʅ( ب

   3 

– 0  

   3 

– 0  

   3 

– 0  

 ، 4= دس ( 6 –( س)ق 6) ʅإذا كان   (60 

 دس ( س)ق  ʅ،  فإن    06= دس ( ( س)ق + س 6)  ʅوكان 

 

                   06( د               04( ج            03( ب                07( أ 

 

 

   – 0  

9 
   – 0  

   6 

 

   9 

6   
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6 

 ،   فجد   8 –= دس ( س)ق  ʅإذا كان    (60 

 دس     (س)ق     ʅ(  أ  

 

 دس  ( س 3( + س)ق 6)   ʅ(  ب

   3 

  8     3 

  8  

   8 

   3  

 ، فجد  4= دس ( س)ق  ʅ،  7= دس ( س)ق  ʅإذا كان   (39 

 دس   (س)ق ʅ  6(  أ 

 

 دس ( س)ق  ʅ( ب

 

 

3 

   6 

– 0  

    2 

– 0  

 

– 0  

   6   

   6   

   2   

6 

    06 –= دس ( س)ع ʅ، 8= دس ( 6 –( س)ق 6)ʅإذا كان (30 

 فجد

 دس  (س)ق   ʅ(  أ  

 

 

 

 

 دس  (  6س3(   + س)ق )    ʅ( ب

  4 

 3  

   6 

  3  

   3 

  4 

  6 

 4  
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 التكامل بالتعويض 

 خطوات الحل 

 

 =        نفرض ص (  0

 

 نشتق (  6

 

 نختض (  3

 إجراء التكامل (  4

جاع الفرض  (  7  إسير

    

  ما داخل القوس 

 

 
 = دس 

 دص

 (ص) مشتقة الفرض 

0  )ʅ  ( ان ان ) × ( اقير  دس قوة (اقير

 
 جد التكاملات الاتية  : مثال 

0 ) ʅ  (6 0+  6س( ) س )
5
 دس   

6 ) ʅ  (30+ س 6+  3س( )  6+  6س ) 
 دس    7 –

3 ) ʅ  (6 0+ س 7+  6س( )  7+ س ) 
 دس    4

 مفتاح السؤال 

انات ب اقير ي عملية ض 
 
 يستخدم التكامل بالتعويض ف

0  )ʅ  ( ان ان ) × ( اقير  دس قوة (اقير

6  )ʅ                            دس 

3  )ʅ  ( ان ان دائري ) × ( اقير  دس( اقير

4  )ʅ  ( ان  دس  (( قوةس)ق ) أو (( قوةس)ق ) × ( اقير

 

ان  اقير

ان )   قوة (اقير
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4 ) ʅ  3( 0+  3س)   6س
 دس       

7 

5 

7 ) ʅ   (6 0+ س  )  (4 –س +  6س )
 دس        

0 

7 

2 ) ʅ ( 3س3 – 0)  6س 
 دس    8

5 ) ʅ – 3( 4+  3س)  6س 
 دس    7

8 ) ʅ ( 6+  6س3)  س 
 دس    4

0 ) ʅ   (6 0+ س                                  )    4 –س +  6س دس  

7 

09 ) ʅ   ( 3+ س                                  )    4 –س 2+  6س دس  

3 
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ان  اقير

ان )   قوة (اقير
6  )ʅ                            دس 

 

0 ) ʅ                                دس 
  7 –س 09

 3( 0+ س  – 6س) 

6 ) ʅ                                دس 
   0+ س 

 7+ س 6+  6س

    2 –س 4

3 

  0+ س 3 – 6س

4 ) ʅ                                    دس 

9  

3  

7 ) ʅ                            دس 
0   

  0+ س 7

3 ) ʅ                                دس 
   6س

4 

 5+  3س
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3  )ʅ  ( ان ان دائري ) × ( اقير  دس( اقير

 

0 ) ʅ  (6 0+ س  ) دس   ( 0+ س +  6س) جا 

6 ) ʅ 3دس   ( 8+  3س) جتا  6س 

3 ) ʅ  (4 2+ س  )دس   ( 8+ س 3+ 6س)  6قا 

4 ) ʅ  (4س ) دس   ( 3 – 6س) جا 

7 ) ʅ   ( 0+ س  )دس   ( 0+ س 6+  6س)  6قا 

2 ) ʅ   (4 2+ س  ) دس   (س 3 + 6س) جتا 

5 ) ʅ                                   دس 
 0+ س 6

 ( 0+ س  + 6س)  6جتا
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 6(د                   4( ج              2( ب               8( أ                                                                                          

4  )ʅ  ( ان  دس  (( قوةس)ق ) أو (( قوةس)ق ) × ( اقير

 

 ، فجد  8 –( = 0)، ق  06( = 4)إذا كان ق ( 0

      ʅ 6 دس( 6س)ق س 

– 0   

6  

9   

0  

 ، فجد  6( =  03)، ق  00( = 0)إذا كان ق ( 6

      ʅ  (4 2+ س  ) دس(  0+ س 3+  6س)ق 

 ، فجد  2 –( =  – 0)، ق  7=  ( 8 )إذا كان ق ( 3

      ʅ 3دس( 3س)ق   6س 

– 0   

6  

 ، فجد قيمة التكامل  3=  دس (س)ق  ʅعلمت أن   إذا ( 4

ي   
ر
 دس(  0+  6س) س  ق ʅ 8الائ

7   

6  

– 0    

6  

– 0  

  9     

 ، فجد  4( = 0)، ق  06( = 6)إذا كان ق ( 7

      ʅ  دس(  0+  6س)ق س 
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  0+  6س

ان ق ، إذا كان ميل المماس للمنحن    جد قاعدة الاقير

 يعط بالقاعدة ( س ، ص ) عند النقطة ( س)ق = ص 

ان( =                                      س)ق   ،  وكان منحن  الاقير

 

 (  4،  9) ق يمر بالنقطة  

ʅ                        دس 
 س  6

  8+  6س

3  

ان ق ، إذا كان ميل المماس للمنحن    جد قاعدة الاقير

 يعط بالقاعدة ( س ، ص ) عند النقطة ( س)ق = ص 

ان ق يمر ( = س)ق   س                    ،  وكان منحن  الاقير

 (  0،  4 –) بالنقطة 
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ة ( 0  الـمـسـاحـة ان واحد و فير  اقير

ة  أشكال الفير

 ( ب=  6س أ  ، =  0س )،           ]أ ، ب  [

 الحد السفلي : أ 

 الحد العلوي : ب 

 خطوات الحل

ة (  0  نرسم خط الاعداد ونضع عليه الفير

ان بالصفر لنجد قيم س ( 6   نساوي الاقير

 قيمة س لها حالتير  ( 3

 

 

 نكامل عادي ( 4

 (السفلي  –العلوي ) نعوض الحدود ( 7

ة  ة  لا تقع بالفير  تقع بالفير

  6 –س 6( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 0

ة    ] 3،  0 – [ومحور السينات عل الفير

 المساحة دائما موجبة ( 0: ملاحظة 

 دس(  س)ق    ʅ= المساحة                

 صفرا ≠المساحة ( 6

 مفتاح السؤال 

 صيغة السؤال 

ة ( 0 ان واحد و فير  اقير

ة  أشكال الفير

 (ب =  6أ   ،  س=  0س) ،    ]أ ، ب  [

 الحد السفلي : أ 

 الحد العلوي : ب 

ة ( 6 ان واحد ومحور السينات بدون فير  اقير

 المساحة من الرسم ( 3

 

 أ 

 ب
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 س 6 – 4( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 6

ة  س   3= 6،  س  0 –=  0ومحور السينات عل الفير

   6 –س 6( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 3

ة  سومحور    3= 6،  س  0 –=  0السينات عل الفير

  6س6( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 4

ة    ] 6،  0 [ومحور السينات عل الفير

 ومحور 5( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 7

ة    ] 3،  0 [السينات عل الفير
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   4+  6س( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 2

ة  س   3= 6صفر  ،  س=  0ومحور السينات عل الفير

س( = س)إحسب المساحة المحصورة بير  ق ( 5
3  

ة  سومحور    0= 6،  س   6 –=  0السينات عل الفير



 9507629970: ت                                  التكامل و تطبيقاته      فادي الشاقلدي       : إعداد الأستاذ 
 

55 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ة ( 6 ان واحد ومحور السينات بدون فير  اقير

 خطوات الحل

ان بالصفر و نجد قيم س و تكون هي ( 0 نساوي الاقير

 حدود التكامل  

 نكامل عادي ( 6 

 (السفلي  –العلوي ) نعوض الحدود ( 3

  67 – 6س( = س)المساحة المحصورة بير  ق إحسب ( 0 

 السينات ومحور 

  6س – 0( = س)سب المساحة المحصورة بير  ق إح( 6

 السينات ومحور 

 س 7 – 6س( = س)سب المساحة المحصورة بير  ق إح( 3

 السينات ومحور 
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   6س3 –س 2( = س)سب المساحة المحصورة بير  ق إح( 4

 السينات ومحور 

 ومحور ( س)سب المساحة المحصورة بير  ق إح( 5

 س 7 – 6س( = س)السينات ق 

 س 6 – 6س( = س)سب المساحة المحصورة بير  ق إح( 7

 السينات ومحور 

 و محور ( س)سب المساحة المحصورة بير  ق إح( 2

  2+ س 5+  6س( = س)السينات ق 
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 المساحة من الرسم ( 3

 خطوات الحل

 نحدد مكان المساحة عل الرسمة

 (فوق محور السينات موجبة ) ( أ 

  

 (تحت محور السينات سالبة ( ) ب

  

 
ان  بالاعتماد عل الشكل المجاور الذي يمثل منحن  الاقير

 ، فجد كل من  0=  6،  م  5= 0، إذا كان م( س)ق  

   

 

 

 

 

ة ( س)المساحة الكلية بير  ق ( 0 ي الفير
 
 ومحور السينات ف

] 9  ،7 [  

 

  

 (س)ق = ص 

 6م

9 6 7  

 0م

9   

6  

 6  )ʅ   دس ( س)ق 

6   

7  

 3  )ʅ   دس ( س)ق 

9   

7  

 4  )ʅ   دس ( س)ق 

ان بالاعتماد عل الشكل المجاور   الذي يمثل منحن  الاقير

 ، فجد  09=  6،  م  2= 0، إذا كان م( س)ق  

   

 

 

 

 

 

   أ

 جـ 

       ʅ   دس ( س)ق 

 6م

 0م

 (س)ق = ص 

 جـ  ب أ

ان  بالاعتماد عل الشكل المجاور الذي يمثل منحن  الاقير

 ، فجد كل من  4=  6،  م  5= 0، إذا كان م( س)ق  

   

 

 

 

 

ة ( س)المساحة الكلية بير  ق ( 0 ي الفير
 
 ومحور السينات ف

] 0  ،4 [  

 

  

6   

4  

 3  )ʅ   دس ( س)ق 

0   

6  

 6  )ʅ   دس ( س)ق 

0   

4  

 4  )ʅ   دس ( س)ق 

 (س)ق = ص 

 6م
0 6 4  

 0م
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انبالاعتماد عل   الشكل المجاور الذي يمثل منحن  الاقير

 ، حيث أن ، ( س)ق  

   

 

 

 

 

 

  

 

 

ان مساحة ( 4   (س)ق المنطقة المغلقة بير  منحن  الاقير

ة      ي الفير
 
   ]، ب  9 [ ومحور السينات ف

 

 (س)ق = ص 

 6م

 ب  أ 9

2 

9   

 ب 

      ʅ   4 –= دس ( س)ق  

 ب  

 أ 

 6  )ʅ   دس ( س)ق 

   أ

9  
 3  )ʅ   دس ( س)ق 

   أ

 ب 

 0  )ʅ   دس ( س)ق 

 يمثل الشكل المجاور المنطقة المغلقة المحصورة بير  

ان ق   ومحور السينات ، فإذا علمت أن ( س)منحن  الاقير

 

   

 

 المنطقة مساحة فجد 

ان ق المغلقة بير    (س)منحن  الاقير

ة   ي الفير
 
 ] 4،  9[ ومحور السينات ف

 

 

 

ان  بالاعتماد عل الشكل المجاور الذي يمثل منحن  الاقير

 ، فجد  0=  3،  م  7=  6،  م  3= 0، إذا كان  م( س)ق 

 

   

 

 

 

 

 

  

 6م

 0م

ق = ص 

 (س)

– 6  9 7 3 

    6 – 3م

   7  

       ʅ   9  دس ( س)ق       

   6  

 ʅ   7= دس ( س)ق  ، 

  6     

   4  

 ʅ   2 –= دس ( س)ق  

 (س)ق = ص 

  4 6 9 6م

 0م

ان  بالاعتماد عل الشكل المجاور الذي يمثل منحن  الاقير

 وحدات ، فجد 7=  6، م وحدات 8=  0، إذا كان م( س)ق  

   

 

 

 

 

 

  

 

 

ان مساحة ( 4   (س)ق المنطقة المغلقة بير  منحن  الاقير

ة      ي الفير
 
  ]أ ، جـ  [ ومحور السينات ف

 

 ب  

 جـ 

 6  )ʅ   دس ( س)ق 

   أ

 جـ 

 3  )ʅ   دس ( س)ق 

   أ

 ب 

 0  )ʅ   دس ( س)ق 
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 اختير نفسك
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