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 مسألة اليوم :  

ان  ن الشكل المجاور منحنن الاقتر ، هل   𝒇(𝒙)يبي 
ان إذا علمت أن   ي تحديد قاعدة الاقتر

يمكننن
𝒇′(𝒙)مشتقته هي   = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒𝒙؟ 

 

 

 

 

 

 

 الحل  ✓

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 : ن ن الآتيي  اني 
 لكل من الاقتر

ً
 أصليا

ً
انا  أجد اقتر

① 𝒇(𝒙) = 𝟔𝒙𝟓 

 الحل  ✓

ان مشتتتقته   ، أتذكر أن  𝟔𝒙𝟓عندما أبحث عن اقتر

ان القوة أقل اوا د من أس 𝒙أس   ي مشتتتقة اقتر
ن
   ف

𝒙     ان الأصتتتتتتتتتتتتتتسي ومتذلت   ت ن أس المت ت
ي الاقتر

ن
  𝒙ف

ان الأصتتسي هو 
ي الاقتر

ن
  ن   𝒙𝟔. ومما أن مشتتتقة 6ف

𝑭(𝒙) = 𝒙𝟔  ان ان أصسي للاقتر
 .  𝒇(𝒙)هو اقتر

ان   ان أصتتتتتتتتتتتتتتسي للاقتر
 𝒇(𝒙)ومن ثم ،  تتتت ن أت اقتر

ي الصورة الآتية: 
ن
 يكتب ف

𝑮(𝒙) = 𝒙𝟔 + 𝑪 

 

② 𝒇(𝒙) = −𝟑𝒙−𝟒 

 الحل  ✓

ان مشتتتتتتتتتتتتتتتقتتتتته   أبحتتتتث عن اقتر ،   𝟑𝒙−𝟒−عنتتتتدمتتتتا 

ان القوة أقل اوا د   𝒙أتذكر أن أس   ي مشتقة اقتر
ن
ف

ان الأصتتتتتتتتتتتتتتسي ومتتذلتت   تت ن أس    𝒙   من أس
ي الاقتر

ن
ف

ان الأصتتتتتتتتتتتتتتسي هو    𝒙المت ت   
ي الاقتر

ن
. وممتتتا أن 𝟑−ف

𝑭(𝒙)  ن   𝒙−𝟑مشتتقة   = 𝒙−𝟑   ان أصتسي
هو اقتر

ان   .  𝒇(𝒙)للاقتر

ان   ان أصتتتتتتتتتتتتتتسي للاقتر
 𝒇(𝒙)ومن ثم ،  تتتت ن أت اقتر

ي الصورة الآتية: 
ن
 يكتب ف

𝑮(𝒙) = 𝒙−𝟑 + 𝑪 

 

 

 
 

 الدرس الأول : التكامل غت  المحدود 

ان الأصسي                           مفهوم أساسي 
  الاقتر

ان المتصتتتتتتتتتل  𝑭(𝒙)أذا كان   للاقتر
ً
 أصتتتتتتتتتليا

ً
انا  اقتر

𝒇(𝒙)  ان أصسي آخر
ان     ن أت اقتر  𝒇(𝒙)للاقتر

ي صورة  
ن
𝑮(𝒙)يكتب ف = 𝑭(𝒙) + 𝑪  يث   ∶

𝑪  : ثابت 

𝒇(𝒙) =
𝒅

𝒅𝒙
 [𝑭(𝒙) + 𝑪] 

ان الأصسي 
 1مثال الاقتر
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 : ن ن الآتيي  اني 
 لكل من الاقتر

ً
 أصليا

ً
انا  أجد اقتر

①  𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙𝟒  

 الحل  ✓

 

 

② 𝒇(𝒙) =  −𝟗𝒙−𝟏𝟎 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية: 
ً
 أجد كلا

①  ∫ 𝟗 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

② ∫ 𝒙𝟏𝟎 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

③ ∫ √𝒙 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 التكامل غت   المحدود

                          مفهوم أساسي 
  قواعد أساسية للتكامل غت  المحدود                
 ،  أن  𝒌أذا كان 

ً
  قيقيا

ً
 :  عددا

①  ∫ 𝒌 𝒅𝒙 = 𝒌𝒙 + 𝑪  تكامل  الثابت             

②  ∫ 𝒙𝒏 𝒅𝒙 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
𝒙𝒏+𝟏 + 𝑪 , 𝒏

≠ −𝟏     

ان القوة  تكامل اقتر

 

 2مثال
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④ ∫
𝟏

𝒙𝟑
 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 
 

 

 

 من التكاملات الآتية أجد  
ً
 كلا

ⓐ  ∫ 𝟔 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 
 

 

ⓑ ∫ 𝒙𝟖 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓒ ∫ √𝒙
𝟑

  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ⓓ ∫
𝟏

𝒙𝟓
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 خصائص التكامل غت  المحدود

                          مفهوم أساسي 
 خصائص التكامل غت  المحدود    

 ،   ن:  𝒌إذا كان 
ً
 ثااتا

①  ∫ 𝒌𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙  

ي ثابت
ن
وب ف ان المضن  تكامل الاقتر

② ∫(𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙))𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙     

 تكامل المجموع أو الفرق 
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 من   
ً
ن أجد كلا ن  التكاملي   : الآتيي 

①  ∫(𝟔𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ي  
ن
وب ف ان القوة المضن تكامل المجموع، واقتر

 ثابت 
 

∫(𝟔𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)𝒅𝒙 = 𝟔 ∫ 𝒙𝟐𝒅𝒙 + 𝟐 ∫ 𝒙 𝒅𝒙  

ان القوة   تكامل اقتر

= 𝟔 (
𝟏

𝟑
 𝒙𝟑) + 𝟐 (

𝟏

𝟐
 𝒙𝟐) + 𝑪  

= 𝟐𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝑪                           بالتبسيط 
 

 

 

②  ∫ (
𝟏

√𝒙
−

𝟑

𝟓𝒙𝟓
)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

وب   ان القوة المضن تكامل الفرق وتكامل اقتر
ي ثابت 

ن
 ف

∫ (
𝟏

√𝒙
−

𝟑

𝒙𝟓
) 𝒅𝒙 = ∫

𝟏

√𝒙
𝒅𝒙 − 𝟑 ∫

𝟏

𝒙𝟓
 𝒅𝒙  

 تعريف الأس السالب، والصورة الأسية 

= ∫ 𝒙−
𝟏
𝟐  𝒅𝒙 − 𝟑 ∫ 𝒙−𝟓 𝒅𝒙 

ان القوة   تكامل اقتر

= 𝟐𝒙𝟏/𝟐 − 𝟑 (−
𝟏

𝟒
𝒙𝟒) + 𝑪  

 بالتبسيط والصورة الجذرية 

= 𝟐√𝒙 +
𝟑

𝟒𝒙𝟒
+ 𝑪  

 

 

: أجد     ن ن الآتيي   من التكاملي 
ً
 كلا

ⓐ  ∫ (𝒙𝟑 − 𝟐𝒙
𝟓
𝟑)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

ⓑ  ∫ (𝟑𝒙𝟐 −
𝟔

√𝒙
𝟓 )  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3مثال
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 من  
ً
 : الآتيه التكاملاتأجد كلا

①  ∫(𝒙 + 𝟐) (𝒙 − 𝟐) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ب  ن بضن يي   المقدارين الجتر
 

∫(𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟐)𝒅𝒙 = ∫(𝒙𝟐 − 𝟒)𝒅𝒙  

ان القوة، وتكامل الثابت   تكامل اقتر

=
𝟏

𝟑
 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + 𝑪  

 
[ 

②  ∫
𝟖𝒙𝟑 + 𝟓𝒙

𝒙
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ي البسط عس المقام
ن
 بقسمة كل  د ف

 

∫
𝟖𝒙𝟑 + 𝟓𝒙

𝒙
𝒅𝒙 = ∫ (

𝟖𝒙𝟑

𝒙
+

𝟓𝒙

𝒙
)  𝒅𝒙  

= ∫(𝟖𝒙𝟐 + 𝟓)𝒅𝒙                       بالتبسيط   

ي ثابت، وتكامل الثابت 
ن
وب ف ان القوة المضن  تكامل اقتر

=
𝟖

𝟑
𝒙𝟑 + 𝟓𝒙 + 𝑪 

 
 

 

③  ∫ 𝒙 (𝒙𝟐 +
𝟐

𝒙
)   𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ب عس الجميع   اتوزيتتتتع الضن

∫ 𝒙 (𝒙𝟐 +
𝟐

𝒙
)  𝒅𝒙 =  ∫(𝒙𝟑 + 𝟐) 𝒅𝒙 

ان القوة ، وقاعدة تكامل الثابت   تكامل اقتر

=
𝟏

𝟒
𝒙𝟒 + 𝟐𝒙 + 𝑪 

 

 

 من التكاملات الآتيه: أجد    
ً
 كلا

ⓐ  ∫
𝒙𝟒 − 𝟖𝒙𝟑

𝒙𝟐
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 
 

 

 

ⓑ  ∫(𝟑𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
[ 

 

ⓒ  ∫ 𝒙(𝒙𝟑 − 𝟕)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 
 
 

 4مثال
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انات الآتية:    لكل من الاقتر
ً
انا أصليا  أجد اقتر

 

① 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟕   

 الحل  ✓

 

 

② 𝒇(𝒙) = −𝟐𝒙𝟔   

 الحل  ✓

 

 

 

③  𝒇(𝒙) = −𝟏𝟎   

 الحل  ✓

 

 

④ 𝒇(𝒙) = 𝟖𝒙   

 الحل  ✓

 

 

 من التكاملات الآتية:  
ً
 أجد كلا

⑤ ∫ 𝟔𝒙  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

⑥∫(𝟕𝒙 − 𝟓)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

⑦∫(𝟑 − 𝟒𝒙)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

⑧∫
𝟏𝟎

√𝒙
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

⑨∫ 𝟐𝒙𝟑/𝟐  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

⑩∫(𝟐𝒙𝟒 − 𝟓𝒙 + 𝟏𝟎) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 أتدرب وأ ل المسائل
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⑪∫(𝟐𝒙𝟑 − 𝟐𝒙) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 
 

 

⑫∫ (
𝟑

√𝒙
𝟑 − √𝒙𝟑)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

 

 

 

 

⑬∫ (
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟏

𝒙𝟑
)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية:  
ً
 أجد كلا

⑭∫
𝟒𝒙𝟑 − 𝟐

𝒙𝟑
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 
 

 

 

 

 

 

 

⑮∫
𝟐𝒙 + 𝟖

√𝒙
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

⑯∫(𝒙 − 𝟏)𝟐 𝒅𝒙  

 الحل  ✓
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⑰∫
𝒙𝟑 + 𝟖

𝒙 + 𝟐
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

⑱∫ √𝒙 (𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 
 

 

 

 

⑲∫(𝟐𝒙 − 𝟑)(𝟑𝒙 − 𝟏)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ⑳ أكتشف الخطا أوجدت رنيم ناتج التكامل:    

∫(𝟐𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 

:  وكان  لها عس النحو الت  الي
 

 

 

ي  ل رنيم ثم أصححه.  أكتشف الخط
ن
 أ ف

 الحل  ✓

 

 

 

 
 
 

 

  : ي
 تحد: أجد كل تكامل مما يأتر

 

㉑∫ (
𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙𝟐
)

𝟐

  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 مهارات التفكت  العليا 



 

 

                     0797771137أ : هيثم حرب          
 

 الوحدة الرابعة 
 التكامــــل

9 

 

㉒∫(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟓)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ير : إذا كان :     ㉓  تتر

∫ (
𝑷

𝟐𝒙𝟐
+ 𝑸)  𝒅𝒙 =

𝟐

𝒙
+ 𝟏𝟎𝒙 + 𝑪 

   𝑸والثابت   𝑷 أجد قيمة كل من الثابت 
ً
را ، متر

 . ي
 إجاانر

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية :   
ً
 أجد كلا

① ∫(𝟒𝒙 + 𝟐) 𝒅𝒙 

 

② ∫ 𝟐𝒙−𝟒 𝒅𝒙 

 

③ ∫(𝟔𝒙𝟐 − 𝟒𝒙) 𝒅𝒙 

 

④ ∫(𝟑 − 𝒙 − 𝟐𝒙𝟓)𝒅𝒙  

 

⑤ ∫(𝒙−𝟐 + 𝒙𝟓 𝟐⁄ ) 𝒅𝒙 

 

⑥ ∫ (𝟑𝒙𝟐 −
𝟐

𝒙𝟐
) 𝒅𝒙 

 

 كتاب التمارين 
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⑦ ∫(𝟑𝒙−𝟐 + 𝟔𝒙−𝟏 𝟐⁄ + 𝒙 − 𝟒)𝒅𝒙    

 

⑧ ∫(𝟏𝟎𝒙𝟒 + 𝟖𝒙−𝟓)𝒅𝒙       

 

⑨ ∫ (
𝟐

𝒙𝟑
− 𝟑√𝒙) 𝒅𝒙 

 

⑩ ∫ (𝟖𝒙𝟑 + 𝟔𝒙 −
𝟒

√𝒙
) 𝒅𝒙               

 

⑪ ∫ (
𝟕

𝒙𝟐
+ √𝒙𝟒𝟑

) 𝒅𝒙         

 

⑫ ∫ (
𝒙𝟑

𝟑
+

𝟑

𝒙𝟐
) 𝒅𝒙 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية :  
ً
 أجد كلا

⑬ ∫
𝟒 + 𝟐√𝒙

𝒙𝟐
𝒅𝒙 

 

⑭ ∫
𝟒 − 𝒙𝟐

𝟐 + 𝒙
𝒅𝒙 

 

⑮ ∫
𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙𝟐
𝒅𝒙 

 

⑯ ∫ 𝒙√𝒙 𝒅𝒙   

 

⑰ ∫
𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 

 

⑱ ∫ 𝒙𝟐 (𝟏 − 𝒙𝟑)𝒅𝒙 
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⑲ ∫(𝒙 + 𝟒)𝟐 𝒅𝒙  

 

⑳ ∫
𝟓 − 𝒙

𝒙𝟓
𝒅𝒙        

 

㉑∫
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙 

 

㉒∫ 𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟐 𝒅𝒙  

 

㉓∫
(𝒙 + 𝟑)𝟐

√𝒙
𝒅𝒙    

 

㉔∫(𝒙 − 𝟓)(𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙 
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 مسألة اليوم :  

ان :   𝑺′(𝒕)يمثل الاقتر = 𝟓𝟎𝟎 √𝒕
𝟒

معدل ت ت   
عدد   𝒕المبيعات الشهرية لهاتف جديد،  يث 
ي الأسواق 

ن
عدد   𝑺(𝒕)الأشهر من طرح الهاتف ف

 . أجد  
ً
 بأن  𝑺(𝒕)الهواتف المبيعة شهريا

ً
علما

𝑺(𝟎) = 𝟎  . 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ان        إذا كان  𝒇(𝒙)أجد قاعدة الاقتر

 𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − ومر منحناه  𝟑
,𝟐)بالنقطة  𝟒). 

 الحل  ✓
 

ان   1الخطوة   𝒇′(𝒙)أجد تكامل الاقتر
 

𝒇(𝒙) =  ∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑) 𝒅𝒙     

𝒇(𝒙) = ∫ 𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝑪 
ي ثابت وتكامل 

ن
وب ف ان القوة المضن تكامل اقتر

 الثابت.  
 

 .𝑪أجد قيمة ثابت التكامل   2الخطوة 
، أستتتتتعمل ال تتتت    𝑪لإيجاد قيمة الثابت التكامل 

ي المستتتتألة ، وهو النقطة  
ن
,𝟐)الأولني المعطى ف 𝟒)  

قتتتتتتتاعتتتتتتتدة   وتتحتقت   ان،  الاقتتر متنتحتنن  اتهتتتتتتتا  يتمتر  ي 
التنر

ان؛ أت أعوض   𝒙الاقتر = ي قتتتاعتتتدة    𝟐
ن
، ثم  𝒇(𝒙)ف

 .𝑪أ ل المعادلة الناتجة لإيجاد قيمة 
 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝑪   ان  قاعدة الاقتر

𝟒 = (𝟐)𝟑 + 𝟐(𝟐)𝟐 − 𝟑(𝟐) + 𝑪  

𝒙اتعويض   = 𝟐 , 𝒇(𝟐) = 𝟒 

𝑪 = −𝟔                             𝑪 بحل المعادلة لت    

ان هي : 
 إذن، قاعدة الاقتر

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟔 

 

 

 

ي الدرس 
 الأولتتتتتتي ال    :  الثاتن

ان  يتطلتتتب  تتتل بعض المستتتتتتتتتتتتتتتتائتتتل إيجتتتاد الاقتر

ي 
الأصتتتتتتتتتتتتتتسي الو يتتتد التتتذت يحققهتتتا ، وهتتتذا يعنن

ورة تحتتتديتتتد قيمتتتة ثتتتابتتتت التكتتتامتتتل   يمكن   𝑪ضن

القيمتتتتتة اتعويض نقطتتتتتة تحق    تحتتتتتديتتتتتد هتتتتتذه 

ي المستتتتتتتتتتتتتتتتألتتتة  
ن
ان الأصتتتتتتتتتتتتتتسي وتعطى عتتتادة ف

الاقتر

 وتسمى ال    الأول

ان   الأولي ، وإيجاد قاعدة الاقتر
 1مثال ال  
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ان   إذا كان 𝒇(𝒙)أجد قاعدة الاقتر

 𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙𝟐 + ، ومر منحناه بالنقطة   𝟓
(𝟏, 𝟗)  . 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 من الحياة             

 

ان       التكلفة الحدية : يمثل الاقتر

 𝑪′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝟎𝒙 + التتتتتتتتتتتتتتتتتكتتتتتتتتلتتتتتتتتفتتتتتتتتة   𝟒𝟎𝟎

الحدية )بالدينار( لكل طابعة ملونة تنتجها إ دى 

كتتتات،  يتتتث   عتتتدد الطتتتابعتتتات المنتجتتتة و   𝒙ال تتتتتتتتتتتتتت 

𝑪(𝒙)     تكلفتتة إنتتتا𝒙    ان طتابعتتة بتالتدينتتار. أجتد اقتر

 بتأن تكلفتة إنتتا  طتابعتة وا تدة   𝑪(𝒙)التكلفتة 
ً
علمتا

 .𝐉𝐃 𝟓𝟖𝟑هي  

 الحل  ✓

ان   1الخطوة   𝑪′(𝒙)أجد تكامل الاقتر
 

𝑪(𝒙) =  ∫(𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝟎𝒙 + 𝟒𝟎𝟎) 𝒅𝒙     

𝑪(𝒙) = ∫ 𝑪′(𝒙)𝒅𝒙 

= 𝒙𝟑 − 𝟑𝟎𝒙𝟐 + 𝟒𝟎𝟎𝒙 + 𝑲 
ي ثابت وتكامل 

ن
وب ف ان القوة المضن تكامل اقتر

 الثابت.  
 

 
 

 .𝑲أجد قيمة ثابت التكامل   2الخطوة 

ان   قاعدة الاقتر

𝑪(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝟎𝒙𝟐 + 𝟒𝟎𝟎𝒙 + 𝒌 

𝒙اتعويض   = 𝟏, 𝑪(𝟏) = 𝟓𝟖𝟑 

𝟓𝟖𝟑 = (𝟏)𝟑 − 𝟑𝟎(𝟏)𝟐 + 𝟒𝟎𝟎(𝟏) + 𝑲 

𝑲 = 𝟐𝟏𝟐                           𝑲  بحل المعادلة لت 

ان التكلفة هو:   إذن اقتر

𝑪(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝟎𝒙𝟐 + 𝟒𝟎𝟎𝒙 + 𝟐𝟏𝟐 

 

 

 

ان :   التكلفة الحدية: يمثل الاقتر
 𝑪′(𝒙) = 𝟎. 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙    التتتتحتتتتتتتديتتتتتتتة التتتتتتتتتكتتتتلتتتتفتتتتتتتة 

كتتات  ي إ تتدى ال تتتتتتتتتتتتتت 
ن
)بتتالتتدينتتتار( لكتتتل قطعتتتة تنتج ف

المنتجتتتتتة، و    𝒙 يتتتتتث   القطع  تكلفتتتتتة    𝑪(𝒙)عتتتتتدد 
 قطعة بالدينار.  𝒙إنتا  

ان التكلفتتتة    بتتتأن تكلفتتتة إنتتتتا    𝑪(𝒙)أجتتتد اقتر
ً
علمتتتا

 .𝐉𝐃 𝟐𝟐𝟎𝟎قطع عي  𝟏𝟎

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 2مثال
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ي مستتتتتتتتتتتتتار مستتتتتتتتتتتتتتقيم وتعطى      
ن
يتحرك جستتتتتتتتتتتتتيم ف

ان:   بتتتتتتتالاقتر المتجهتتتتتتته  𝒗(𝒕)سرعتتتتتتتته  = 𝒕 + 𝟐   ،

ي و    𝒕 يتث 
سرعتته المتجهته بتالمتر   𝒗الزمن بتالثواتن

ي للجستتتتتتتتتتتتتتيم هو  
لكتل ثتانن  إذا كتان الموقع الااتتدائنل

𝟏𝟏 𝐦   ثوانٍ من بدء    8 أجد موقع الجستتتتتتتتتيم بعد

 الحركة. 
 

ان  لاقتتر أصتتتتتتتتتتتتتتسي  ان 
أقتتر هتو  التمتوقتع  ان  اقتتر أن  بتمتتتتتتتا 

ي إيجتتاد موقع تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتر الستتتتتتتتتتتتتت 
عتتة المتجهتته  تت نتته يمكننن

 ثانية عن طري  التكامل.  𝒕الجسيم بعد 

 الحل  ✓

ان الموقع.  : 1الخطوة  أجد اقتر
 

ان ال عة المتجهه   بايجاد تكامل اقتر

𝒔(𝒕) =  ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒙 

𝒗(𝒕)اتعويض  = 𝒕 + 𝟐 

= ∫(𝒕 + 𝟐) 𝒅𝒕 

ان القوة  تكامل الثابت ، وتكامل اقتر

=
𝟏

𝟐
 𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 + 𝑪 

 

 . 𝑪قيمة ثابت التكامل أجد   : 2الخطوة

ي للجستتتتتتتتتتتتتتيم هو 
  ن    𝐦 𝟏𝟏بما أن الموقع الااتداتل

𝒔(𝟎) =  لإيجتتتاد قيمتتتة   𝟏𝟏
ً
 أوليتتتا

ً
كتتتا وهتتتذا يعتتتد سر 

 : 𝑪ثابت التكامل 
 

𝒔(𝒕) =
𝟏

𝟐
 𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 + 𝑪            ان الموقع  اقتر

𝒕اتعويض  = 𝟎 , 𝒔(𝟎) = 𝟏𝟏 

𝟏𝟏 =
𝟏

𝟐
 (𝟎)𝟐 + 𝟐(𝟎) + 𝑪 

𝑪 = 𝟏𝟏                                        بحل المعادلة

ان   ثنية من بدء الحركة هو 𝒕إذن، اقتر

 𝒔(𝒕) =
𝟏

𝟐
 𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 + 𝟏𝟏 

 

 

ثوانٍ من    8أجتتد موقع الجستتتتتتتتتتتتتتيم بعتتد    : 3الخطوة  

 بدء الحركة. 

 

𝒔(𝒕) =
𝟏

𝟐
 𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 + ان الموقع          𝟏𝟏   اقتر

𝒕اتعويض   = 𝟖 

𝒔(𝟖) =
𝟏

𝟐
 (𝟖)𝟐 + 𝟐(𝟖) + 𝟏𝟏  

=  بالتبسيط                                                 𝟓𝟗

ثوانٍ من بدء الحركة   8إذن ، موقع الجستتتتتتتتتيم بعد 

 𝐦 𝟓𝟗هو :  

 

 

 

 

ي مستار مستتقيم ، وتعطى سرعته  
ن
يتحرك جستيم ف

ان   𝒗(𝒕)المتجهتتته بتتتالاقتر = 𝟑𝟔𝒕 − 𝟑𝒕𝟐   يتتتث 

𝒕    ي و
سرعتتته المتجهتته بتتالمتر لكتتل    𝒗الزمن بتتالثواتن

ثتانيتة إذا بتدأ الجستتتتتتتتتتتتتتيم  ركتته من نقطتة الأصتتتتتتتتتتتتتتل  

 ثوان من بدء الحركة.  3 أجد موقعه بعد 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3مثال
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ي مستتتتتتتتتتتتار مستتتتتتتتتتتتتقيم ، ويعطى    
ن
يتحرك جستتتتتتتتتتتتيم ف

ان   𝒂(𝒕)تستتتتتتتتتتتتتتتتارعتتته بتتتالاقتر = 𝟔𝒕  يتتتث   𝒕    الزمن

ي و  
تستتارعه بالمتر لكل ثانية ترميع إذا كان  𝒂بالثواتن

ي للجستتتتتتيم هو  
وكانت سرعته   𝐦 𝟒الموقع لااتداتل

بعتتتد ثتتتانيتتتة وا تتتدة من بتتتدء   𝐦/𝐬 𝟏المتجهتتته هي  

ن من بدء   ركته،  أجد موقع الجستتتتتتتيم بعد ثاننتي 

 الحركة. 

 الحل  ✓

ان  : 1الخطوة  ال عة المتجهه. أجد اقتر

ان الس  * ان أصلرعة تت بما أن اقتر ي  تت المتجهه هو اقتر

ي إيجاد سرعة الجستيم 
ان التستارع   نه يمكننن لاقتر

 ثانية عن طري  التكامل  𝒕بعد 
 

ان التسارعيجاد تكامل إا  اقتر

𝒗(𝒕) =  ∫ 𝒂(𝒕) 𝒅𝒕 

𝒂(𝒕)اتعويض  = 𝟔𝒕 

= ∫ 𝟔𝒕 𝒅𝒕 

ي ثابتتكامل ا
ن
وب ف ان القوة المضن  قتر

= 𝟑𝒕𝟐 + 𝑪𝟏  

 

 . 𝑪𝟏أجد قيمة ثابت التكامل   *
 

بما أن سرعة الجستتتتتتتتتتتتتيم المتجهه بعد ثانية وا دة 

بتتتتتتتدء  ركتتتتتتتته هي   𝒗(𝟏) تتتتتتت ن    𝐦/𝐬 𝟏من  = 𝟏 

 لإيجتتاد قيمتتة ثتتابتتت التكتتامتتل 
ً
 أوليتتا

ً
طتتا وهتتذا يعتتد سر 

𝑪𝟏 

 

𝒗(𝒕) = 𝟑𝒕𝟐 + 𝑪𝟏 ان ال عة المتجهه           اقتر

𝒕اتعويض  = 𝟏 , 𝒗(𝟏) = 𝟏  

𝟏 = 𝟑(𝟏)𝟐 + 𝑪𝟏 

𝑪𝟏 =  بحل المعادلة                                   𝟐−

ان ال عة المتجهه هو :  𝒗إذن اقتر = 𝟑𝒕𝟐 − 𝟐 

 

 

ان  : 2الخطوة  الموقع. أجد اقتر

ان ال عة المتجهه   اإيجاد تكامل اقتر

𝒔(𝒕) = ∫ 𝒗(𝒕) 𝒅𝒙  

𝒗(𝒕)اتعويض  = 𝟑𝒕𝟐 − 𝟐 

= ∫(𝟑𝒕𝟐 − 𝟐) 𝒅𝒕  

ان القوة  ي  تكامل الثابت،وتكامل اقتر
ن
المضتتتتتتتتتتتتتتتتروب ف

 ثابت

= 𝒕𝟑 − 𝟐𝒕 + 𝑪𝟐 

 

 .  𝑪𝟐أجد قيمة ثابت التكامل   *

 

ي للجستتتتتتتتتتتتتتيم هو  
 تتت ن   𝟒𝐦بمتتتتا أن الموقع الااتتتتتداتل

𝒔(𝟎) =  لإيجتتتاد قيمتتتة   𝟒
ً
 أوليتتتا

ً
طتتتا وهتتتذا يعتتتد سر 

 :  𝑪𝟐ثابت التكامل 

 

𝒔(𝒕) = 𝒕𝟑 − 𝟐𝒕 + 𝑪𝟐 ان الموقع                 اقتر

𝒕اتعويض  = 𝟎 , 𝒔(𝟎) = 𝟒  

𝟒 = (𝟎)𝟑 − 𝟐(𝟎) + 𝑪𝟐 

𝑪𝟐 =  بحل المعادلة                                      𝟒

 ثانية من بدء الحركة هو:  𝒕إذن اقران الموقع بعد 

𝒔(𝒕) = 𝒕𝟑 − 𝟐𝒕 + 𝟒 

 

ن من    : 3  الخطوة أجتتد موقع الجستتتتتتتتتتتتتتيم بعتتد ثتتاننتي 

 بدء الحركة. 

 

𝒔(𝒕) = 𝒕𝟑 − 𝟐𝒕 + 𝟒 ان الموقع                   اقتر

𝒕اتعويض  = 𝟐 

𝒔(𝟐) = (𝟐)𝟑 − 𝟐(𝟐) + 𝟒 

= 𝟖 بالتبسيط                                                    

ن من بتتدء الحركتتة  إذن موقع الجستتتتتتتتتتتتتتيم بعتتد ثتتاننتي 

 .𝐦 𝟖هو 

 

 

 4مثال
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ي مستتتتتتتتتتتتتتتتار مستتتتتتتتتتتتتتتقيم ، ويعطى يتحرك جستتتتتتتتتتتتتتيم  
ن
ف

ان   𝒂(𝒕)تستتتتتتتتتتتتتتتارعتته بتتالاقتر = 𝟒𝒕 −   𝒕،  يتتث    𝟒

ي و  
تستتارعه بالمتر لكل ثانية ترميع.  𝒂الزمن بالثواتن

إذا بدأ الجستتتتتتيم  ركته من نقطة الأصتتتتتتل   تتتتتتعة  

ثوانٍ   3بعد  أجد موقعه    𝟓𝐦/𝐬متجهة مقدارها 

 من بدء الحركة. 

 الحل  ✓
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ان    ي المشتتتتقة الأول للاقتر
ي كل مما ياتر

ن
 𝒇(𝒙)ف

𝒚ونقطة يمر اها منحنن   = 𝒇(𝒙)  أستتتتتتتتتتتتتتعمل

ان.  المعلومات  المعطاة لإيجاد قاعدة الاقتر

 

① 𝒇′(𝒙) = 𝒙 − 𝟑  ; (𝟐, 𝟗) 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

② 𝒇′(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟒  ; (𝟎, 𝟕) 

 الحل  ✓

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

③ 𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟐  ; (𝟏, 𝟗) 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

④ 𝒇′(𝒙) = √𝒙 +
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 ;  (𝟒, 𝟏𝟏) 

 الحل  ✓

 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 أتدرب وأ ل المسائل
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⑤ 𝒇′(𝒙) = (𝒙 + 𝟐)𝟐  ; (𝟏, 𝟕) 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑥ 𝒇′(𝒙) =
𝟑

√𝒙
− 𝒙 ; (𝟒, 𝟎) 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 𝒚إذا كتتتان ميتتتل الممتتتاس لمنحنن العلاقتتتة    ⑦ 

هو  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎. 𝟒𝒙 + ،  تأجتد قتاعتدة العلاقتة    𝟑

𝒚  بأن منحناها يمر بالنقطة 
ً
,𝟎)علما 𝟓). 

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ان    ⑧  الاقتر لمنحنن  الممتتتتتتاس  ميتتتتتتل  إذا كتتتتتتان 

𝒇(𝒙)    هو𝒇′(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟏𝟎

𝒙𝟐   تتتتأجتتتتد قتتتتاعتتتتدة  ،

ان  بتتأن منحنتتاه يمر بتتالنقطتتة    𝒇(𝒙)  الاقتر
ً
علمتتا

(𝟓, 𝟐). 

 الحل  ✓
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ان    ⑨  الاقتر المجتتتتتاور منحنن  الشتتتتتتتتتتتتتتكتتتتتل  ن  يبي 

𝒇(𝒙)    تتتتتتتتتيتتتتتتتتتث 𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − أجتتتتتتتتتد   𝟑

ان   .𝒇(𝒙)قاعدة الاقتر

 

 

 
 

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 
بالون : عند نفخ بالون كروت الشتتتتتتتتكل يصتتتتتتتتب   

 بعد  𝒚نصف قطره 
ً
ا  ثانية.   𝒕سنتيمتر

إذا كتتتتتان  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟒𝒕−

𝟐

𝟑 , 𝒕 > وكتتتتتان نصتتتتتتتتتتتتتف    𝟎

بتعتتتتتتتد   التوتتتتتتتالتون  نتفتختتتتتتته    8قتطتر  بتتتتتتتدء  متن  ثتوانٍ 
𝟑𝟎 𝐜𝐦  : ي

  أجد كلأ مما يأتر
 

 
 

 .𝒕بدلالة  𝒚⑩قاعدة العلاقة 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

ثتتانيتتة من بتتدء   27نصتتتتتتتتتتتتتتف قطر الوتتالون بعتتد  ⑪  

 نفخه.  

 الحل  ✓

 

 

 

 
 

 من أ ⑫ 
ً
 معينا

ً
ي دراستتتة تناولت نوعا

ن
شتتتجار : ف

ن أن ارتفاع هذه   ر تتتتتتتتتتت الأشجار يت يالأشجار ، تبي 

ان:   بمعدل يمكن نمذجته بالاقتر

 𝒉′(𝒕) = 𝟎. 𝟐𝒕
𝟐

𝟑 + √𝒙    يتتث 𝒉(𝒕)    ارتفتتاع

عدد السنوات منذ لحظة   𝒕الشجرة بالأقدام و 

زراعتتتتة الشتتتتتتتتتتتتتتجرة إذا كتتتتان ارتفتتتتاع إ تتتتدى هتتتتذه 

 .𝒉(𝒕) أجد  𝐟𝐭 𝟐الأشجار عند زراعتها هو 

 الحل  ✓
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ي مسار مستقيم ، وتعطى   
ن
⑬ يتحرك جسيم ف

ان   𝒗(𝒕)سرعتته بتالاقتر = 𝟐𝒕 +  𝒕،  يتث    𝟑

ي و  
سرعتته المتجهتة بتالمتر لكتل   𝒗الزمن بتالثواتن

لجستتيم  ركته من نقطة الأصتتل  اثانية. إذا بدأ  

 ثوانٍ من بدء الحركة.  3 أجد موقعه بعد 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يتحرك جسيم  تتتي مسار مستقيم ويعطى   ⑭ 

ان:  تستتارعه  𝒂(𝒕)بالاقتر = 𝒕𝟐  يث 𝒕   الزمن

ي و  
تستارعه بالمتر لكل ثانية ترميع. إذا  𝒂بالثواتن

ي للجسيم هو 
وكاننت    𝟑𝐦كان الموقع الااتداتل

بعتد ثتانيتة وا تدة من   𝐦/𝐬 𝟏سرعتته المتجهتة  

بدء  ركته،  أجد موقع الجسيم بعد ثاننتيتتتتتتتتتن  

 من بدء الحركة. 

 

 

 

 

 الحل  ✓
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الستتتتتتتتتتتتتتكتون    ⑮  متن  جستتتتتتتتتتتتتتيتم    ويتعتطىيتتتحترك 
ان:  𝒂(𝒕)تستتتارعه بالاقتر = 𝟗 − 𝟐𝒕   يث 𝒕 
ي و  
تستتتتتارعه بالمتر لكل ثانية إذا  𝒂الزمن بالثواتن

بدأ الجستتتتتتيم  ركته من نقطة الأصتتتتتتل   تتتتتتعة  
 تتتأجتتتد موقعتتته بعتتتد   𝐦/𝐬 𝟐متجهتتتة مقتتتدارهتتتا  

ن من بدء الحركة.   ثاننتي 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ان تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت تو ⑯   𝒇(𝒙)رير: تعطى مشتتتتتتتتتتتتتتقة الاقتر
𝒇′(𝒙)بتتتتالقتتتتاعتتتتدة   = 𝒂𝒙 + 𝒃    يتتتتث 𝒂    و𝒃 

ان   الممتتتتاس لمنحنن الاقتر ثتتتتااتتتتتان إذا كتتتتان ميتتتتل 
𝒇(𝒙)    التنتقتطتتتتتتتة ,𝟐−)عتنتتتتتتتد  وقتطتع   7هتو    (𝟖

التتتمتتتحتتتور   ان  الاقتتتتر التتتنتتتقتتتطتتتتتتتة   𝒚متتتنتتتحتتتنن  عتتتنتتتتتتتد 
(𝟎, 𝟏𝟖)    

ً
را ان متر

الاقتر هتتتتتتذا  قتتتتتتاعتتتتتتدة   تتتتتتأجتتتتتتد 
 . ي
 إجاانر

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مهارات التفكت  العليا 
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إذا كتتان ميتتل الممتتاس لمنحنتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت      تحتتد :   ⑰ 

ان   𝟒)هو    𝒇(𝒙)الاقتر −
𝟏𝟎𝟎

𝒙𝟐 ان     ( وكتتان للاقتر

,𝒂)نقطتتتة  رجتتتة عنتتتد النقطتتتة   ،  يتتتث   (𝟏𝟎

𝒂 > ان.  𝟎   أجد قاعدة هذا الاقتر

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ان    قاعدةأجد   ، علمًا   𝒇(𝒙)الاقتر ي
ي كلٍّ ممّا يأتر

ن
ف
 منحناه بالنقطة المعطاة: 

َّ
 بأن

 

①  𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝟐; (−𝟏, 𝟐)         

 

 

 

②  𝒇′(𝒙) =
𝒙 + 𝟏

√𝒙
; (𝟒, 𝟓)       

 

 

 

③ 𝒇′(𝒙) = −𝒙(𝒙 + 𝟏); (−𝟏, 𝟓) 

 

 

 

④ 𝒇′(𝒙) = 𝒙𝟑 −
𝟐

𝒙𝟐
+ 𝟐; (𝟏, 𝟑)    

 

 

 

⑤ 𝒇′(𝒙) = 𝒙 + √𝒙; (𝟏, 𝟐)    

 

 

 

⑥ 𝒇′(𝒙) = −
𝟏𝟎

𝒙𝟐
; (𝟏, 𝟏𝟓) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كتاب التمارين
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ان    ⑦ الاقتر لمنحنن  المماس  ميتتل   𝒇(𝒙)إذا كان 

𝒇′(𝒙)هو :   = √𝒙   ان  𝒇(𝒙)،  أجد قاعدة الاقتر

 منحناه يمرُّ بالنقطة 
ًّ
 بأن
ً
,𝟗) ، علما 𝟐𝟓). 

 

 

 

 

 

 

 

 

هو :    𝒚إذا كان ميتتل المماس لمنحنن العلاقة    ⑧
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟐

𝒙𝟐    العلاقة قاعدة     𝒚،  أجد 
َّ
بأن  
ً
علما  ،

,𝟐) منحناها يمرُّ بالنقطة  𝟒) . 

 

 

 

 

 

 

 

هو :    𝒚إذا كان ميتتل المماس لمنحنتت  العلاقة    ⑨ 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + ، ومَرَّ منحناهتتا انقطة    𝟖

ي  
الإ دات  جد 

َ
تقاطع    𝒙الأصل،  أ نقا   لجميع 

ي .  𝒙منحنن العلاقة مع المحور 
رًا إجاانر ِّ  ، مُتر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ل الاقتتتران:  ⑩
ِّ
مث
ُ
ت: ي
ِّ
 الإيراد الحتد

 𝑹′(𝒙) = 𝒙𝟐 − ت )بالدينار( لكل   𝟑
ِّ
الإيراد الحد

كات،  يث   جات إ دى ال  
َ
 𝒙قطعة توتتاع من مُنت

المَبيعة، و   القطع  قطعة   𝒙إيراد ايع    𝑹(𝒙)عدد 

الإيراد   ان  اقتر أجد     𝑹(𝒙)بالدينار. 
َّ
بأن علمًا   ،

𝑹(𝟎) = 𝟎  . 

 

 

 

 

 

 

وتعطى   ⑪  مستقيم،  مسار  ي 
ن
ف سَيْم 

ُ
ج ك  يتحرَّ

ان:   سرعته المتجهة بالاقتر

 𝒗(𝒕) = 𝟑𝒕𝟐 − 𝟏𝟐𝒕 + الزمن   𝒕،  يث    𝟏𝟏

و    ، ي
بدأ   𝒗بالثواتن إذا  ثانية.  لكل  المتجهة  سرعته 

موقعه  الأصل،  أجد  نقطة  من  سَيْم  ركته 
ُ
الج

ء الحركة. 
ْ
د
َ
ن من ب  بعد ثاننتي 

 

 

 

 

مس  ⑫  مسار  ي 
ن
ف سَيْم 

ُ
ج ك  ويعطى يتحرَّ تقيم، 

ان:   𝒂(𝒕)تسارعه بالاقتر = 𝟔𝒕 −  𝒕،  يث    𝟑𝟎

، و   ي
التسارع بالمتر لكل ثانية ترميع.    𝒂الزمن بالثواتن

الأصل  سترعة  نقطة  من  سَيْم  ركته 
ُ
الج بدأ  إذا 

  𝟑،  أجد موقعه بعد    𝟕𝟐𝐦/𝐬متجهة مقدارها  

ء الحركة . 
ْ
د
َ
 ثوان من ب
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 مسألة اليوم :  

ان   الاقتتتر 𝐂′(𝒙)يتتمتتثتتتتتتتل  = 𝟓𝟎𝟎 −
𝒙

𝟑
التتتتتلتتكتتلتتفتتتتتتتة     

الحتتتديتتتة الشتتتتتتتتتتتتتتهريتتتة )بتتتالتتتدينتتتار( لكتتتل دراجتتتة نتتتاريتتتة 

عتتتدد    𝒙 ينتجهتتتا أ تتتد مصتتتتتتتتتتتتتتتتانع التتتدراجتتتات  يتتتث  

 و 
ً
  𝒙تكلفة انتا    𝑪(𝒙)الدراجات المنتجه شتتتتهريا

ي  
ن
بتتتتالتتتتدينتتتتار. أجتتتتد مقتتتتدار الت ت  ف  

ً
دراجتتتتة شتتتتتتتتتتتتتتهريتتتتا

  600دراجة إل    300التكلفة عند زيادة الإنتا  من  

 .
ً
 دراجة شهريا

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

ان   التكتتتتامتتتتل المحتتتتدود لأت اقتر  𝒇(𝒙)عنتتتتد أيجتتتتاد 
ي أن النتاتج    𝑪ألا ظ إل تاء ثتابتت التكتامتل 

وهتذا يعنن
ان الاصتتتتتتتتسي  

هو نفستتتتتتتته بضتتتتتتتتر النظرر عن الاقتر
 المستعمل: 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = [𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂)] − [𝑭(𝒂) + 𝑪]
𝒃

𝒂

 

= 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : التكامل المحدود  الثالثالدرس 

∫تعلمتتتت من التتتدرس الستتتتتتتتتتتتتتتتاا  أن   𝒇(𝒙)𝒅𝒙  
ان    𝒇(𝒙)يستتتتتتتتتتتتتتمى التكتتامتتل غت  المحتتدود للاقتر

 كيف نجد التكامل غت  المحدود 
ً
وتعلمت أيضا

ان القوة ان الثابت واقتر  . للاقتر

عتتتس   ∫يتتتطتتتلتتت   𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂
التتتتتتتكتتتتتتتامتتتتتتتل    استتتتتتتتتتتتتتتتم 

ان   لتتتلاقتتتتر التتتحتتتتتتتد    𝒂 تتتيتتتتتتتث    𝒇(𝒙)التتتمتتتحتتتتتتتدود 

 الحد العلوت له.  𝒃السفسي للتكامل و 

 التكتامل المحدود

  التكامل المحدود                        مفهوم أساسي 

ان  ة   𝒇(𝒙)إذا كان الاقتر  عس الفتر
ً
متصلا

[𝒂, 𝒃]   وكان𝑭(𝒙)  ان أصسي
يمثل أت اقتر

ان   ان   𝒇(𝒙)للاقتر   ن التكامل المحدود للاقتر

𝒇(𝒙)  هو من 𝒃 إلى  𝒂: 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂)
𝒃

𝒂

 

𝑭(𝒃)يمكن التعبت  عن الفرق :  − 𝑭(𝒂)  

𝑭(𝒙)باستعمال الرمز  

 
 
 
|

𝒂

𝒃
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    : ن ن الآتيي   أجد قيمة كل من التكاملي 
 

①∫ (𝟐𝒙 − 𝟓) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

 الحل  ✓

ي ثابت، وتكامل 
ن
وب ف ان القوة المضن تكامل اقتر

 الثابت 

∫ (𝟐𝒙 − 𝟓) 𝒅𝒙 = (𝒙𝟐 − 𝟓)

 
 
 
|

𝟎

𝟏𝟏

𝟎

 

 بالتعويض 

= ((𝟏)𝟐 − 𝟓(𝟏)) − ((𝟎)𝟐 − 𝟓(𝟎)) 

=                                            بالتبسيط 𝟒−

 

 

②∫ 𝒙(𝟒 − 𝟑𝒙) 𝒅𝒙
𝟑

−𝟒

 

 الحل  ✓

ب عس الجمع   اتوزيتتتتع الضن

∫ 𝒙(𝟒 − 𝟑𝒙) 𝒅𝒙 =  ∫ (𝟒𝒙 − 𝟑𝒙𝟐)𝒅𝒙
𝟑

−𝟒

𝟑

−𝟒

 

ي ثابت 
ن
وب ف ان القوة المضن  تكامل اقتر

= (𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟑)

 
 
 
|

−𝟒

𝟑

 

 بالتعويض 

= (𝟐(𝟑)𝟐 − (𝟑)𝟑) − (𝟐(−𝟒)𝟐 − (−𝟒)𝟑) 

= −𝟏𝟎𝟓                                             بالتبسيط

 

 

 

 

 

 

 
 

 : ن ن الآتيي   أجد قيمة كل من التكاملي 

ⓐ ∫ (𝟖𝒙 − √𝒙) 𝒅𝒙
𝟒

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓑ  ∫ (𝟏 − 𝒙) (𝟏 + 𝟑𝒙)  𝒅𝒙
𝟐

−𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1مثال
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∫إذا كان 
𝟏

√𝒙

𝒌

𝟏
 𝒅𝒙 =  . 𝒌 أجد قيمة الثابت  𝟑

 الحل  ✓

∫
𝟏

√𝒙

𝒌

𝟏

 𝒅𝒙 =   التكامل المعط                    𝟑

∫ 𝒙−𝟏/𝟐
𝒌

𝟏

 𝒅𝒙 =   الصورة  الأسية                𝟑

𝟐

 

𝒙
𝟏
𝟐

 
|

𝟏

𝒌

= ان القوة                      𝟑    تكامل اقتر

𝟐

 

√𝒙
 

|
𝟏

𝒌

=    الصورة  الجذرية                         𝟑

𝟐√𝒌 − 𝟐√𝟏 =  بالتعويض                        𝟑

𝟐√𝒌 − 𝟐 =  بالتبسيط                                 𝟑

𝟐√𝒌 =    المعادلة                  𝟓
 بجمع  𝟐 لطرف 

√𝒌 =
𝟓

𝟐
   المعادلة على 𝟐              

 بقسمة طرف 

𝒌 =
𝟐𝟓

𝟒
   المعادلة                        

بيع  طرف   بتر

 

 

 

∫إذا كان  𝟔𝒙𝟐 𝒅𝒙 = 𝟐
𝒌

𝟎
 𝒌 أجد قيمة الثابت  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2مثال

 خصائص التكامل المحدود

                       مفهوم أساسي 

ان  ن  𝒈(𝒙)و   𝒇(𝒙)إذا كان الاقتر ن متصلي  اني 
اقتر

ة   ,𝒂]عس الفتر 𝒃]   وكان𝒌  : ن   ، 
ً
 ثااتا

ي ثابت 
ن
وب ف ان المضن  تكامل الاقتر

① ∫ 𝒌 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

 

 

 تكامل المجموع أو الفرق  

② ∫ (𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙))𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

 

 

 التكامل عن نقطة  

③ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟎 
𝒂

𝒂

 

 

ن  دت التكامل  التوديل اي 

④ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒂

𝒃

 
𝒃

𝒂

 

 

ن  دت   التكاملالتوديل اي 

𝟓) ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒃

𝒄

 
𝒄

𝒂

 
𝒃

𝒂
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 إذا كان 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟑 , ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 = −𝟒, ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟏𝟎
𝟓

𝟎

𝟓

𝟎

𝟕

𝟓

 

 : ة كل مما يسي م أجد قي
 

① ∫ (𝟒𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)) 𝒅𝒙
𝟓

𝟎

 

 الحل  ✓

 تكامل المجموع 

∫ (𝟒𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙))
𝟓

𝟎

= 𝒅𝒙  

= ∫ 𝟒(𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝟓

𝟎

𝟓

𝟎

 

ي ثابت تكامل
ن
وب ف ان المضن  الاقتر

= 𝟒 ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 +  ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
𝟓

𝟎

𝟓

𝟎

 

= 𝟒(𝟏𝟎) + (−𝟒)                          بالتعويض

=                                              بالتبسيط  𝟑𝟔

 

 
 

②∫ 𝟓𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝟎

𝟓

 

 الحل  ✓

ن  دت   التكاملبالتوديل اي 

∫ 𝟓𝒈(𝒙) 𝒇𝒙 =  − ∫ 𝟓𝒈 (𝒙) 𝒅𝒙
𝟓

𝟎

𝟎

𝟓

  

= ∫ 𝟒(𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝟓

𝟎

𝟓

𝟎

 

ي ثابت تكامل
ن
وب ف ان المضن  الاقتر

= −𝟓 ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 
𝟓

𝟎

 

= −𝟓 × −𝟒                                      بالتعويض

=                                              بالتبسيط  𝟐𝟎

 
 

③∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟕

𝟎

 

 الحل  ✓

 اتجزئة التكامل

∫ 𝒇(𝒙) 𝒇𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟓

𝟎

𝟕

𝟎

+ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟕

𝟓

  

= 𝟏𝟎 +                                      بالتعويض      𝟑

=                        بالبتسيط                          𝟏𝟑

 

 

 

 

 إذا كان: 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟓 ,
𝟏

−𝟏

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟐,
𝟏

𝟒

 

 ∫ 𝒉(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟕
𝟏

−𝟏

 

 : ي
  أجد قيمة كل مما يأتر

 

ⓐ ∫ (𝒇(𝒙) + 𝟑𝒉(𝒙)) 𝒅𝒙 
𝟏

−𝟏

 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 3مثال
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 𝒃) ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙  
𝟒

−𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

ⓒ ∫ 𝟒𝒉 (𝒙) 𝒅𝒙  
−𝟏

𝟏

 

 الحل ✓

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

              

 
 

𝒇(𝒙)إذا كان   = {
𝟏𝟐, 𝒙 < 𝟐

𝟑𝒙𝟐, 𝒙 ≥ 𝟐
  أجد قيمة:  

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟒

𝟏

 

 الحل ✓

 قاعدة تجزئة التكامل 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 
𝟒

𝟏

∫ 𝟏𝟐 𝒅𝒙
𝟐

𝟏

+ ∫ 𝟑𝒙𝟐𝒅𝒙
𝟒

𝟐

 

 

 

ان القوة  تكامل الثابت وتكامل اقتر

= 𝟏𝟐𝒙

 
 
 
|

𝟏

𝟐

+

 
𝒙𝟑

 
|

𝟐

𝟒

 

 بالتعويض

= 𝟏𝟐(𝟐) − 𝟏𝟐(𝟏) + ((𝟒)𝟑 − (𝟐))
𝟑

 

 بالتبسيط 

= 𝟔𝟖 
 

 

𝒇(𝒙)إذا كان  = |𝒙 −   أجد قيمة  |𝟏

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟓

𝟎

 

 

ان القيمة المطلقة   أعيد   :  1الخطوة   تعريف اقتر
 

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏| =  {
𝟏 − 𝒙 ,   𝒙 < 𝟏
𝒙 − 𝟏,   𝒙 ≥ 𝟏

 

 

 أجد قيمة التكامل المحدود  : 2الخطوة 

 قاعدة تجزئئة التكامل  

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 =  ∫ (𝟏 − 𝒙)𝒅𝒙 + ∫ (𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙
𝟓

𝟏

𝟏

𝟎

𝟓

𝟎

 

ان القوة   تكامل الثابت وتكامل اقتر

= (𝒙 −
𝟏

𝟐
𝒙𝟐)

 
 
 
|

𝟎

𝟏
 

+ (
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 − 𝒙)

 
|

𝟏

𝟓

 

 بالتعويض

= ((𝟏 −
𝟏

𝟐
(𝟏)𝟐) − (𝟎 −

𝟏

𝟐
(𝟎)𝟐)) + 

((
𝟏

𝟐
(𝟓)𝟐 − 𝟓 ) − (

𝟏

𝟐
(𝟏)𝟐 − 𝟏)) 

=
𝟏𝟕

𝟐
 بالتبسيط                                              

انات المتشوعة تكاملات   الاقتر

 4مثال
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 ⓐ  ا كتتتتان  إذ𝒇(𝒙) = {
𝟏 + 𝒙, 𝒙 < 𝟏
𝟐𝒙     , 𝒙 ≥ 𝟏

 تتتتأجتتتتد   

∫قيمة  𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟐

−𝟐
 

 الحل ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓑ  إذا كان𝒇(𝒙) = |𝒙 −   أجد قيمة  |𝟑

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟒

−𝟏

 

 الحل ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

              

 
 
 

ي الأرماح: يمثل 
ن
انالت ت  ف  الاقتر

 𝑷′(𝒙) = 𝟏𝟔𝟓 − 𝟎. 𝟏𝒙   التتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتدت التتتتتتتتتترمتتتتتتتتتتتت  

الشتتتتتتتتتتتتتهرت )بالدينار( لكل جهاز لو ي ت يعه إ دى 

عدد الأجهزة اللو ية المبيعة   𝒙الشتتتتتتتتتتتركات  يث 

 و 
ً
 بالدينار.  𝒙رمتت  ايع   𝑷(𝒙)شتتتتهريا

ً
قطعة شتتتتهريا

إل   مقتتتتتتدار  عتتتتتتدد   𝟏𝟏𝟎𝟎أجتتتتتتد  بتتتتتتأن   
ً
جهتتتتتتاز ،علمتتتتتتا

 . جهاز 𝟏𝟎𝟎𝟎الأجهزة المبيعة الآن هو 

 الحل ✓

 صي ة مقدار الت ت  

𝑷(𝒃) − 𝑷(𝒂) = ∫ 𝑷′(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

  

𝒂اتعويض  = 𝟏𝟎𝟎𝟎 , 𝒃 = 𝟏𝟏𝟎𝟎 

𝑷(𝟏𝟏𝟎𝟎) − 𝑷(𝟏𝟎𝟎𝟎) =  ∫ (𝟏𝟔𝟎 − 𝟎. 𝟏𝒙) 
𝟏𝟏𝟎𝟎

𝟏𝟎𝟎𝟎

𝒅𝒙 

 التكامل المحدود ومقدار الت ت  

          مقدار الت ت                           مفهوم أساسي 

ة   𝒇′(𝒙)إذا كان    عس الفتر
ً
,𝒂]متصلا 𝒃]   ن  

ي  
ن
𝒙من   𝒙عند ت ت   𝒇(𝒙)مقدار الت ت  ف = 𝒂  إل

𝒙 = 𝒃   : هو 

𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂) =  ∫ 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 

 

 5مثال 
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ي 
ن
ان القوة المضتتتتتتتتتتتتتروب ف تكامل الثابت ، وتكامل اقتر

 ثابت 

= (𝟏𝟔𝟓𝒙 − 𝟎. 𝟎𝟓𝒙𝟐)

 
 
 
|

𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟏𝟏𝟎𝟎

 

 بالتعويض

= (𝟏𝟔𝟓(𝟏𝟏𝟎𝟎) − 𝟎. 𝟎𝟓(𝟏𝟏𝟎𝟎)𝟐) −  

(𝟏𝟔𝟓(𝟏𝟎𝟎) − 𝟎. 𝟎𝟓(𝟏𝟎𝟎𝟎)𝟐) 

=  بالتبسيط                                         𝟔𝟎𝟎𝟎

كة من  جهاز إل   1000إذن عند زيادة مبيعات ال  

 تتتتتتتتتتتتتتتتتتت جهاز ،   ن أرماح الشتتتتت   1100
ً
يد شتتتتتهريا ن ركة ستتتتتتر

 .𝐉𝐃 𝟔𝟎𝟎𝟎بمقدار 

 

 

 المعلومتتتات الوا
ً
ي المثتتتال  رد  معتمتتتدا

ن
،    5ذكرهتتتا ف

كة عند   ي أرماح ال تتتتت 
ن
أجد مقدار الت ت  الشتتتتتهرت ف

    1500زيادة مبيعاتها الشتتتتتتتتتتتهرية إل  
ً
جهاز ، علما

 جهاز  1400بأن عدد الأجهزة المبيعة الأن هو 

 الحل ✓
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 أجد قيمة كل من التكتاملات الآتية:  

  

①  ∫ 𝟑𝒙𝟐𝒅𝒙
𝟑

−𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

②  ∫ 𝟔𝒅𝒙
−𝟐

−𝟑

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

③  ∫ (𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙
𝟐

𝟎

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

④ ∫ 𝟖 √𝒙
𝟑

 𝒅𝒙
𝟖

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

⑤ ∫ (√𝒙 −
𝟒

√𝒙
)  𝒅𝒙

𝟗

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أتدرب وأ ل المسائل
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⑥ ∫ (−𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟓) 𝒅𝒙
𝟑

−𝟐

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

⑦ ∫ (𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐) 𝒅𝒙
𝟑

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑧ ∫ (𝟗 − 𝒙𝟐) 𝒅𝒙
𝟑

−𝟑

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

⑨ ∫
𝟐 + √𝒙

𝒙𝟐
 𝒅𝒙

𝟒

𝟏

 

 الحل  ✓
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⑩ ∫  𝒙𝟑 (√𝒙 +
𝟏

𝒙
)   𝒅𝒙

𝟒

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

⑪∫  (𝒙𝟏/𝟑 − 𝒙−𝟏/𝟓)  𝒅𝒙
𝟖

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑫∫  (𝟐 + √𝒙)
𝟐

  𝒅𝒙
𝟗

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑬∫ |𝟑𝒙 − 𝟔|  𝒅𝒙
𝟒

−𝟏

 

 الحل  ✓
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⑭∫ |𝒙 − 𝟐|  𝒅𝒙
𝟑

𝟎

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑮∫
𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
  𝒅𝒙

𝟑

𝟐

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

كتتتتتتتتتتان   ⑯  𝒇(𝒙)إذا  = {
𝟐𝒙 + 𝟏, 𝒙 ≤ 𝟑
𝟏𝟎 − 𝒙, 𝒙 > 𝟑

  

∫ أجد قيمة  𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟒

𝟎
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كتتتتتتتان   ⑰  = {
−𝒙𝟐 + 𝟓, 𝒙 < 𝟎
𝒙 + 𝟓    , 𝒙 ≥.

 

∫ أجد قيمة  𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟐

−𝟏
 

 الحل  ✓
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 إذا كان  

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = −𝟒,
𝟐

𝟏

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟔,
𝟓

𝟏

 

∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟖
𝟓

𝟏

 

 : ي
  أجد قيمة كل مما يأتر

 

⑱ ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 
𝟐

𝟐

 

 الحل  ✓

 

 

 

⑲ ∫ (𝒈(𝒙) − 𝟐) 𝒅𝒙  
𝟏

𝟓

 

 الحل  ✓

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑳ ∫ (𝟑𝒇(𝒙) + 𝒙) 𝒅𝒙  
𝟐

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 
 
 
 
 
 

 
 

㉑ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙   
𝟓

𝟓

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

㉒ ∫ (𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)) 𝒅𝒙   
𝟓

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

㉓ ∫ (𝟒𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)) 𝒅𝒙   
𝟓

𝟏

 

 الحل  ✓
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∫إذا كتتتتتتتان    ㉔ (𝟔𝒙 − 𝟏𝟎) 𝒅𝒙 = 𝟒
𝒎

𝟏
 تتتتتتتأجتتتتتتتد    

 . 𝒎قيمة الثابت 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ان  ㉕  ت ت  التكلفة : يمثل الاقتر

 𝑪′(𝒙) = 𝟔𝒙 + )بالدينار(   𝟏 الحدية  التكلفة 

كات ،  يث   عدد    𝒙لكل قطة تنتجها إ دى ال  

و   المنتجة  إنتا     𝑪(𝒙)القطع  قطعة   𝒙تكلفة 

التكلفة عند زيادة   ي 
ن
الت ت  ف بالدينار. أجد مقدار 

كة إنتاجها من      20قطع إل    10ال  
ً
  .قطعة شهريا

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

يمكن  ت  ㉖ بمعتتتتتتدل  ة  بحت  يلوث مصتتتتتتتتتتتتتتنع   : لوث 

ان   𝑵′(𝒕)نمتتذجتتته بتتالاقتر = 𝟐𝟖𝟎𝒕𝟑/𝟐    يتتث 𝒕 
عدد الكيلو غرامات    𝑵(𝒕)عدد الاشهر منذ الآن و 

ة . كم   ي الوحت 
ن
ي يطر ها المصنع ف

من الملوثات النر
ة منتتذ الآن  نر    من الملوثتتات يتتدختتل الوحت 

ً
غرامتتا

 أشهر؟  4
 

 الحل  ✓
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أكتشتتتتتتتتتتتتتتف الخطتتتأ: أوجتتتد ختتتالتتتد نتتتاتج التكتتتامتتتل   ㉗

∫ (𝒙𝟐 + 𝒙)𝒅𝒙
𝟐

𝟎
  : ي

 ، وكان  له عس النحو الآتر

 

 
 

ي  ل خالد ، ثم أصححه.  
ن
 أكتشف الخطأ ف

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

ير : أثبت أن  ㉘  تتر

∫ 𝒙𝒏  (𝟏 − 𝒙)𝒅𝒙 =
𝟏

(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)

𝟏

𝟎

 

𝒏 يث  > 𝟎  . ي
 إجاانر

ً
را  متر

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا كتتتتان    ㉙  : ∫تحتتتتد  (𝟐𝒂𝒙 + 𝟕)𝒅𝒙 = 𝟒𝒂𝟐𝟓

𝟏
  

 .  𝒂الثابت    أجد قيمة

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مهارات التفكت  العليا 
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 أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية :  

① ∫ 𝟏𝟎𝒙−𝟐
𝟓

𝟏

𝒅𝒙     

 

② ∫ (𝟐𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙
𝟐

𝟎

    

 

③ ∫
𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐

√𝒙
𝒅𝒙

𝟒

𝟏

 

 

④ ∫ (𝒙 −
𝟑

𝒙
)

𝟐𝟔

𝟑

𝒅𝒙                   

 

⑤ ∫ (|𝒙 + 𝟑| − 𝟓)𝒅𝒙
𝟓

𝟎

                 

 

⑥ ∫ 𝒙(𝟔 − 𝒙)𝒅𝒙
𝟔

𝟎

 

 

⑦ ∫ (𝟔𝒙 −
𝟏𝟐

𝒙𝟒
+ 𝟑) 𝒅𝒙

𝟐

𝟏

       

 

⑧ ∫ |𝟐𝒙 − 𝟏| 𝒅𝒙
𝟕

𝟎

         

 

⑨ ∫ |𝒙| 𝒅𝒙
𝟒

−𝟑

 

 

⑩ ∫
𝒙𝟐 + 𝒙𝟑

𝒙

𝟐

𝟏

𝒅𝒙                   

 

⑪ ∫ (|𝟔𝒙𝟐 − 𝟒𝒙|)𝒅𝒙
𝟒

𝟑

             

 

⑫ ∫
𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏𝟎

𝟏𝟎

 

 كتاب التمارين
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 إذا كان:  

 ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟓
𝟐

−𝟑
, ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =

𝟏

−𝟑

𝟒 , ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 = −𝟐
𝟐

−𝟑
  : ي

 ممّا يأتر
ًّ
لًّ
ُ
 ،  أجد ك

⑬ ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟐

𝟐

                          

 

⑭ ∫ (𝒇(𝒙) − 𝟓)𝒅𝒙
𝟐

𝟏

                

 

⑮ ∫ (−𝟐𝒇(𝒙) + 𝟓𝒈(𝒙))𝒅𝒙
𝟐

−𝟑

 

 

⑯ ∫ (𝒈(𝒙) + 𝟐𝒙)𝒅𝒙
−𝟑

𝟐

         

 

⑰ ∫ (𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙))𝒅𝒙
−𝟑

𝟐

       

 

⑱ ∫ (𝟒𝒇(𝒙) − 𝟑𝒈(𝒙))𝒅𝒙
𝟐

−𝟑

 

 

 

𝒇(𝒙)إذا كان:  ⑲ = {
𝒙𝟐             , 𝒙 < 𝟐
𝟖 − 𝒙        , 𝒙 ≥ 𝟐

   ،

جد قيمة :  
َ
∫ أ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

𝟔

−𝟑
  . 

 

 

 

 

ي   ⑳
ن
ف ان 

ّ
الستتك  عدد 

َّ
أن إل  دراستة  أشارت  ان: 

ّ
ستك

نمذجتتته  مكِن 
ُ
ي لٍ 
َّ
بمُعتتد ا 

ًّ
يزداد شتتهري القرى  إ دى 

ان:   𝑷′(𝒕)بالاقتر = 𝟓 + 𝟑𝒕𝟐 عدد   𝒕،  يث    ⁄𝟑
ان. أجد مقدار   𝑷(𝒕)الأشتتهر من الآن، و  

ّ
عدد الستك

الثمانية  الأشهر  ي 
ن
ف القرية  ان 

ّ
سك عدد  ي 

ن
ف الزيادة 
 القادمة . 

 
 
 
 

 
 

∫:  إذا كان   ㉑ (𝒙𝟐 − 𝒂)𝒅𝒙 = 𝟓
𝟑

𝟐
 أجد قيمة  ،    

 .  𝐚الثابت  
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 مسألة اليوم :  

ي الشتتكل المجاور  
ن
يمثل الجزء المظلل بالأخضتتتتتتتتتتتتتتتتتتر ف

 قول منطقتتتة زراعيتتتة تحيط اهتتتا ستتتتتتتتتتتتتتلستتتتتتتتتتتتتتلتتتة من 

ان:   𝒇(𝒙)الجوتتال ويمثتتل منحنن الاقتر = 𝟒 − 𝒙𝟐  

ن ستتتتتتتتتتتتتتلستتتتتتتتتتتتتتلتة الجوتال والمنطقتة  الحتد الفتاصتتتتتتتتتتتتتتل اي 

 تتا تتة النهر التتذت يطتتل   𝒙الزراعيتتة ويمثتتل المحور  

ال  يةةةةةةةة  المسةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا ةةةةةةةة  كلةةةةةةة   ال راعيةةةةةةةةا  المنطقةةةةةةةة    على 

 بأن  
ً
مقيستتتتتان بالكيلو  𝒚و   𝒙للمنطقة الزراعية علما

 .  متر

 

 

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ي الشكل المجاور يمكن إيجاد مسا ة المنطقة  تتتتتت  

المستتتتتتتتتتتتتتتقيم    ن  اي  𝒚المظللتتتتتة  = 𝟑𝒙    والمحور𝒙 

ن   𝒙والمستتتتتتتتتتتتتتتقيمي  = 𝒂    و𝒙 = 𝒃   بطرح وذلتتتتتت  

:   𝑶𝑾𝑪∆من مسا ة  𝑶𝒁𝑫∆مسا ة  ي
 كما يأتر

 

𝟏

𝟐
(𝟑𝒃𝟐) −

𝟏

𝟐
(𝟑𝒂𝟐) 

 ألا ظ أنه يمكن التعبت  عن  
 الصي ة السابقة بالمقدار

 
𝟏

𝟐
 (𝟑𝒙𝟐)

 
 
 
|

𝒂

𝒃

 ثم التعبت  عن 

ن المستقيم    𝒚المسا ة اي  = 𝟑𝒙   والمحور𝒙  
ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒂   و𝒙 = 𝒃  : ي

 بالتكامل الآتر
 

∫ 𝟑𝒙  𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
 (𝟑𝒙𝟐)

 
 
 
|

𝒃

𝒂 𝒂

𝒃

 

 
 

 

 

ن منحنن   يمكن إيجتتاد المستتتتتتتتتتتتتتتا تتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   ن   𝒙والمحور    𝒇(𝒙)الاقتر 𝒙والمستتتتتتتقيمي  = 𝒂  

𝒙و  = 𝒃    وتقع  وق المحور𝒙  عن طري  التكامل

 : ي
 الآتر

 

 

 

𝑨 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 ; 𝒂 < 𝒃
𝒃

𝒂

 

 الدرس الرابتع : المستا تة

 المسا ة 

ن منحنن مسا ة  ان  المنطقة المحصورة اي  اقتر

 وتقع  وق هذا المحور  𝒙والمحور 
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ن منحنن      أجد مستتتتتتتتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتتر = 𝒙𝟐 + ، 𝒙والتتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتتور    𝟏

ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟏 = 𝟒 

 

ي  :  1الخطوة 
لنقا  تقاطع  𝒙أجد الإ دات 

ان مع المحور   ة المعطاة  𝒙منحنن الاقتر ي الفتر
ن
ف

 )إن وجدت(. 

ي  
ان  𝒙لإيجاد الإ دات  لنقا  تقاطع منحنن الاقتر

𝒇(𝒙)   مع المحور𝒙  ة ي الفتر
ن
,𝟏]ف 𝟒]  

ً
أساوت أولا

ان بالصفر ، ثم أ ل المعادلة   قاعدة الاقتر

 الناتجة  
 

𝒇(𝒙) = 𝟎 ان بالصفر             بمساواة قاعدة الاقتر

𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝟎        𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 +  بتعويض  𝟏

 

𝒙𝟐بما أن   + 𝟏 ≠ ان لا   𝟎   ن منحنة الاقتر

ي الشكل المجاور.    𝒙يتقاطع مع المحور  
ن
 كما ف

 

 

 

 

 

 أجد المسا ة عن طري  التكامل.  :  2الخطوة 
ألا ظ أن المسا ة المطلومة تقع  وق المحور  

𝒙   ي الشكل المجاور ولذا أجد هذه المسا ة
ن
كما ف
 : ي
 كالآتر
 

ان والمحور   ن منحنن الاقتر  𝒙قانون المسا ة المحصورة اي 

 وتقع  وق هذا المحور. 

𝑨 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 

𝒇(𝒙)بالتعويض  = 𝒙𝟐 + 𝟏 , 𝒂 = 𝟏, 𝒃 = 𝟒 

= ∫ (𝒙𝟐 + 𝟏) 𝒅𝒙
𝟒

𝟏

 

ان لقوة وتكامل الثابت    تكامل اقتر

= (
𝟏

𝟑
 𝒙𝟑 + 𝟒)

 
 
 
|

𝟏

𝟒

 

 بالتعويض

= (
𝟏

𝟑
(𝟒)𝟑 + 𝟒) − (

𝟏

𝟑
(𝟏)𝟑 + 𝟏) 

= 𝟐𝟒 التبسيط                                                           ب   

 . و دة مرمعة 24إذن المسا ة هي : 

 

 

ن منحنن  اأجد مستتتتتتتتتتتتت   ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتتتر = 𝒙 +  𝒙والتتتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتتتور    𝟑

ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟏 = 𝟑  . 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1مثال
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ن منحنن  يمكن إيجاد المسا ة المحصورة اي 

ان   ن   𝒙والمحور  𝒇(𝒙)الاقتر 𝒙والمستقيمي  = 𝒂 

𝒙و  = 𝒃  وتقع أسفل المحور𝒙   عن طري

 : ي
 التكامل الآتر

𝑨 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 ; 𝒂 < 𝒃
𝒃

𝒂

 

              

 
 

ن منحنن      أجد مستتتتتتتتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتر = 𝒙𝟐 − 𝟖𝒙    والتتتتتتتتتمتتتتتتتتتحتتتتتتتتتور𝒙  ،

ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟓 = 𝟐 

ي  :  1الخطوة 
لنقا  تقاطع  𝒙أجد الإ دات 

ان مع المحور   ة المعطاة  𝒙منحنن الاقتر ي الفتر
ن
ف

 )إن وجدت(. 

ي  
ان  𝒙لإيجاد الإ دات  لنقا  تقاطع منحنن الاقتر

𝒇(𝒙)   مع المحور𝒙  ة ي الفتر
ن
,𝟐]ف 𝟓]  

ً
أساوت أولا

ان بالصفر ، ثم أ ل المعادلة   قاعدة الاقتر

 الناتجة  

 

 
 

 

𝒇(𝒙) = ان بالصفر        𝟎  بمساواة قاعدة الاقتر

𝒇(𝒙)اتعويض  = 𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 

𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 = 𝟎 

ك الأكتر 
 اإخرا  العامتتل المشتر

𝒙(𝒙 − 𝟖) = 𝟎  

ب الصفرت    خاصية الضن

𝒙 = 𝟎       𝒐𝒓      𝒙 − 𝟖 = 𝟎 

𝒙 = 𝟖                                   𝒙 بحل المعادلة لت 

ي  
ان   𝒙إذن الإ دات  ي تقاطع الاقتر

مع   𝒇(𝒙)لنقطنر
ي  𝒙المحور  

ن
ة المعطاة كما ف ليس ضمن الفتر

 الشكل. 

 

 

 

 

 أجد المسا ة عن طري  التكامل.   :  2الخطوة 
 𝒙ألا ظ أن المسا ة المطلومة تقع أسفل المحور 
ي الشكل المجاور؛ لذا أجد هذه المسا ة  

ن
كما ف
 : ي
 كالآتر

 

ان  ن منحنن الاقتر قانون المسا ة المحصورة اي 
 ليس وتقع أسفل هذا المحور 𝒙والمحور  

𝑨 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

𝒇(𝒙)بالتعويض   = 𝒙𝟐 − 𝟖𝒙, 𝒂 = 𝟐 , 𝒃 = 𝟓 

   = − ∫ (𝒙𝟐 − 𝟖𝒙)𝒅𝒙 
𝟓

𝟐
 

ان القوة   تكامل اقتر

  = − (
𝟏

𝟑
 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐)

 
 
 
|

𝟐

𝟓

 

 بالتعويض  

= − ((
𝟏

𝟑
(𝟓)𝟑 − 𝟒(𝟓)𝟐) − (

𝟏

𝟑
(𝟐)𝟑 − 𝟒(𝟐)𝟐)) 

 = 𝟒𝟓                                                 بالتبسيط

 و دة مرمعة.  45إذن المسا ة هي 

ن منحنن  ان  مسا ة المنطقة المحصورة اي  اقتر
 هذا المحور   أسفلوتقع  𝒙والمحور 

 2مثال
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ن منحنن   أجد مستتتتتتتتتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتتر = 𝒙𝟐 −   𝒙والتتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتتور    𝟒

ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟏− = 𝟏  . 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

ن منحنن  قد يقع جزء من المنطقة المحصتتتتتتتتتتتورة   اي 

ان والمحور   أسفل هذا المحور، ويقع الجزء   𝒙اقتر

ي الشتتتتتتتتتتكل المجاور .  
ن
ي منها  وقه كما ف

الآخر المتوقر

ن منحنن   ي هذه الحالة يمكن إيجاد المستتتتا ة اي 
ن
وف

والتتتتتتتتمتتتتتتتتحتتتتتتتتور   ان   𝒙الاقتتتتتتتتتر

التتتتمتتتتقتتتتطتتتتع    𝒙اتتتتتتتتتحتتتتتتتديتتتتتتتد 

إيتتتتتتتجتتتتتتتاد   ثتتتتتتتم   ، ان  لتتتتتتتلاقتتتتتتتتر

المستتتتتتتتتتتتتتتا تتة بتتاستتتتتتتتتتتتتتتعمتتال  

 القاعدة الآتية : 

𝑨 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒄

𝒄

𝒂

 

              

 
 

ن منحنن      أجد مستتتتتتتتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتر = 𝟑𝒙𝟐 − ، 𝒙والتتتتتتتتمتتتتتتتتحتتتتتتتتور    𝟏𝟐

ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟏 = 𝟑 

 الحل  ✓

ي  :  1الخطوة 
لنقا  تقاطع  𝒙أجد الإ دات 

ان مع المحور   ة المعطاة  𝒙منحنن الاقتر ي الفتر
ن
ف

 )إن وجدت(. 

ي  
ان  𝒙لإيجاد الإ دات  لنقا  تقاطع منحنن الاقتر

𝒇(𝒙)   مع المحور𝒙  ة ي الفتر
ن
,𝟏]ف 𝟑]  

ً
أساوت أولا

ان بالصفر ، ثم أ ل المعادلة   قاعدة الاقتر

 الناتجة  

𝒇(𝒙) = ان بالصفر        𝟎  بمساواة قاعدة الاقتر

𝒇(𝒙)اتعويض   = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐 

𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐 = 𝟎 

ي المعادلة عس 
ن
  3بقسمة طرف

𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝟎 

ان  ن منحنن اقتر مسا ة المنطقة المحصورة اي 
المحور    𝒙ومحور   جزأيها  وق  أ د    𝒙ويقع 

 ويقع الجزء الآخر أسفل هذا المحور 

 3مثال
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ن  ن مرمعي   اتحليل الفرق اي 
(𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

ب الصفرت   خاصية الضن
𝒙 + 𝟐 = 𝟎    𝒐𝒓   𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

 𝒙بحل كل معادلة لت 
𝒙 = −𝟐         𝒙 = 𝟐 

𝒙إذن   = ة    𝟐 الفتر ضمن  ,𝟏]يقع  ي   [𝟑
ن
ف كما 

 الشكل 

 

 

 

 
 التكامل. أجد المسا ة عن طري   :  2الخطوة 

 من المسا ة يقع  وق المحور  
ً
 𝒙ألا ظ أن جزءا

هذا   أسفل  يقع  منها  ي 
المتوقر الآخر  الجزء  وأن 

المطلومة  الكلية  المسا ة  أجد  لذا  المحور؛ 
 : ي
 كالآتر

ن  وق   مسا تي  مجموع  إل  المسا ة  اتجزئة 
 واسفله 𝒙المحور  

𝑨 = − ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐) 𝒅𝒙 + ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐)𝒅𝒙 
𝟑

𝟐

 
𝟐

𝟏

 

ي ثابت وتكامل الثابت  
ن
وب ف ان القوة المضن  تكامل اقتر

= −(𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙)

 
 
 
|

𝟏

𝟐

+ (𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙)

 
 
 
|

𝟐

𝟑

  

 بالتبسيط 

= (𝟏𝟐𝒙 − 𝒙𝟑)

 
 
 
|

𝟏

𝟐

+ (𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙)

 
 
 
|

𝟐

𝟑

 

 بالتعويض 

= (𝟏𝟐(𝟐) − 𝟐𝟑) − (𝟏𝟐(𝟏) − 𝟏𝟑) + (𝟑𝟑 − 𝟏𝟐(𝟑))

− (𝟐𝟑 − 𝟏𝟐(𝟐)) 

= 𝟏𝟐                                                  بالتبسيط

 و دة مرمعة.  12إذن المسا ة هي 

 
 

ن منحنن   أجتد مستتتتتتتتتتتتتتتا تة المنطقتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتر = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙    والتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتور𝒙 
ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙، و  𝟏− = −𝟑. 

 الحل  ✓
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ن  ي يراد إيجاد مستتتتتتتتتتتتا تها اي 
ألا ظ أن المنطقة النر

ان والمحور   ي الأمثلتتتة الستتتتتتتتتتتتتتتتابقتتتة    𝒙منحنن الاقتر
ن
ف
ن :  𝒙محدودة بالمستتتتتتتقيمي  = 𝒂   و𝒙 = 𝒃  ولكن

ن  المنطقتتتتة محصتتتتتتتتتتتتتتورة  قط اي  ، إذا كتتتتانتتتتت هتتتتذه 
ان والمحور  إيجاد    نه يلزم عنتدئذٍ   𝒙منحنن الاقتر

ي  
ان مع المحور    𝒙الإ تتتدات   𝒙لنقتتتا  تقتتتاطع الاقتر

 لأنها تمثل  دود التكامل. 
 

              

 
 

ن منحنن    ➀ أجد مستا ة المنطقة المحصتورة اي 
ان  𝒇(𝒙)الاقتر = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙  والمحور𝒙 

 الحل  ✓

ي  :  1الخطوة 
لنقا  تقاطع  𝒙أجد الإ دات 

ان مع المحور      𝒙منحنن الاقتر

 قتتتا
ً
ان بتتتالصتتتتتتتتتتتتتتفر، ثم أ تتتل  عتتت أستتتتتتتتتتتتتتتتاوت أولا دة الاقتر

 المعادلة الناتجة. 

𝒇(𝒙) = ان بالصفر                  𝟎  بمساواة الاقتر

𝒇(𝒙)اتعويض    = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 = 𝟎 

ك الأكتر 
 اإخرا  العامل المشتر

𝒙(𝒙 − 𝟑) = 𝟎 

ب الصفرت   خاصية الضن

𝒙 = 𝟎       𝒐𝒓       𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

  𝒙بحل المعادلة لت 

𝒙 = 𝟑 

ي 
الإ تتتتتتتدات  ان    𝒙 إذن  الاقتر منحنن  تقتتتتتتتاطع  لنقتتتتتتتا  

𝒇(𝒙)    مع المحور𝒙    هو𝒙 = 𝟎 , 𝒙 = ي   𝟑
ن
كمتتتا ف
الشتتتتتتتتتتتتتتكتل المجتاور، وهتذا الإ تداثيتان يمثلان  تدت  

 التكمل. 
 

 

 

 

 المسا ة عن طري  التكامل. أجد  :  2الخطوة 

ألا ظ أن المسا ة المطلومة تقع أسفل المحور 

𝒙    ي الشكل الساا ؛ لذا أجد مسا تها
ن
كما ف

 : ي
 كالآتر

 

ان  ن منحنن الاقتر قانون المسا ة المحصورة اي 

 وتقع أسفل هذا المحور.  𝒙والمحور  

𝑨 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

𝒇(𝒙)بالتعويض   = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 , 𝒂 = 𝟎, 𝒃 = 𝟑 

= − ∫ (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙)  𝒅𝒙
𝟑

𝟎

 

ان القوة   تكامل اقتر

= − (
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 −

𝟑

𝟐
𝒙𝟐)

 
 
 
|

𝟎

𝟑

 

 بالتعويض 

= − ((
𝟏

𝟑
(𝟑)𝟑 −

𝟑

𝟐
(𝟑)𝟐) − (

𝟏

𝟑
(𝟎)𝟑 −

𝟑

𝟐
(𝟎)𝟐)) 

= 𝟒
𝟏

𝟐
                                                 بالتبسيط

𝟒إذن المسا ة هي 
𝟏

𝟐
 و دة مرمعة.  

 

ن منحنن    ➁ أجد مستا ة المنطقة المحصتورة اي 

ان  𝒇(𝒙)الاقتر = 𝒙𝟑 − 𝒙  والمحور𝒙 

 الحل  ✓

ي  :  1الخطوة 
لنقا  تقاطع  𝒙أجد الإ دات 

ان مع المحور      𝒙منحنن الاقتر

ان بتتتالصتتتتتتتتتتتتتتفر، ثم أ تتتل    قتتتاعتتتدة الاقتر
ً
أستتتتتتتتتتتتتتتتاوت أولا

 المعادلة الناتجة. 

 

𝒇(𝒙) = ان بالصفر                  𝟎  بمساواة الاقتر

𝒇(𝒙)اتعويض    = 𝒙𝟐 − 𝒙 

𝒙𝟑 − 𝟑 = 𝟎 

ان   المنطقةمسا ة   ن منحنن اقتر المحصورة اي 
ن  𝒙والمحور   ولا تكون محدودة بمستقيمي 

 

 4مثال
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ك الأكتر 
 اإخرا  العامل المشتر

𝒙(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎 

ن  ن مرمعي   اتحليل الفرق اي 

𝒙(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

ب الصفرت  خاصية الضن

𝒙 = 𝟎    𝒐𝒓  𝒙 + 𝟏 = 𝟎   𝒐𝒓  𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

 𝒙بحل كل معادلة لت 

𝒙 = −𝟏    𝒐𝒓     𝒙 = 𝟏 

ي  
الإ دات  ان   𝒙إذن  الاقتر منحنن  تقاطع  لنقا  

𝒇(𝒙)   مع المحور𝒙   هو𝒙 = −𝟏 , 𝒙 = 𝟎 

 𝒙 = وهذه   𝟏 المجاور،  الشكل  ي 
ن
ف هو  كما 

 الإ داثيات تمثل  دود التكامل. 

 

 

 

 

 

 

 أجد المسا ة عن طري  التكامل.  :  2الخطوة 

 من المسا ة المطلومة يقع  وق  
ً
ألا ظ أن جزءا

ي منها يقع   𝒙المحور  
وأن الجزء الآخر المتوقر

أسفل هذا المحور لذا أجد المسا ة الكلية 

  : ي
 المطلومة كالآتر

 

ن  وق المحور   𝒙اتجزئة المسا ة مسا تي 

 وأسفله 

𝑨 = ∫ (𝒙𝟑 − 𝒙)𝒅𝒙 + (− ∫ (𝒙𝟑 − 𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

𝟎

−𝟏

 

 

ان القوة   تكامل اقتر

= (
𝟏

𝟒
𝒙𝟒 −

𝟏

𝟐
𝒙𝟐) 

 
 
 
|

−𝟏

𝟎

− (
𝟏

𝟒
𝒙𝟒 −

𝟏

𝟐
𝒙𝟐) 

 
 
 
|

𝟎

𝟏

 

 

 

 بالتعويض  

= ((𝟎) − (
𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟐
)) − ((

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟐
− (𝟎))) 

=
𝟏

𝟐
                                                 بالتبسيط  

إذن المسا ة هي 
𝟏

𝟐
 و دة مرمعة.  

 
 

aالمنط أجد مسا ة  منحنن  ق(  ن  اي  المحصورة  ة 

ان   𝒇(𝒙)الاقتر = 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 +  𝒙والمحور  𝟒

 الحل  ✓
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bالمنط أجد مسا ة  ن منحنن ق (  اي  المحصورة  ة 

ان   𝒇(𝒙)الاقتر = 𝒙𝟑 − 𝟗𝒙  والمحور𝒙 

 الحل  ✓
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ي متتتل من  
ن
أجتتتد مستتتتتتتتتتتتتتتتا تتتة المنطقتتتة المظللتتتة ف

 التمثيلات البيانية الآتية : 
 

➀ 
 
 
 
 
 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

➁ 
 
 
 
 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 
 

➂ 

 

 
 

 

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➃ 
 
 
 
 

 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 أتدرب وأ ل المسائل
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➄ 
 
 
 
 
 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

➅ 
 
 
 
 
 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

ن    ➆  أجتتد مستتتتتتتتتتتتتتتا تتة المنطقتتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 
ان   الاقتتتتتتتتر 𝒇(𝒙)متتتتتتتنتتتتتتتحتتتتتتتنن  = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐 + 𝟐 

ن  𝒙والمحور  𝒙والمستقيمي  = 𝒙 و  𝟎 = 𝟐. 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

z 
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ن    ➇  أجتتد مستتتتتتتتتتتتتتتا تتة المنطقتتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)منحنن الاقتر = 𝟗 − 𝒙𝟐  والمحور𝒙. 
 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ن    ➈  أجتتد مستتتتتتتتتتتتتتتا تتة المنطقتتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 
ان   الاقتر 𝒇(𝒙)منحنن  = 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙    والمحور

𝒙  ن 𝒙والمستقيمي  = 𝒙 و  𝟏− = 𝟐. 

 الحل  ✓
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ن  ➉  أجتتتد مستتتتتتتتتتتتتتتتا تتتة المنطقتتتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   الاقتتتتر 𝒇(𝒙)متتتنتتتحتتتنن  = −𝟕 + 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐  
ن  𝒙والمحور  𝒙والمستقيمي  = 𝒙 و  𝟏 = 𝟒. 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ن   ⑪  أجد مستتتتتتتتتتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 
ان   الاقتتر 𝒇(𝒙)متنتحتنن  = 𝟓 − 𝒙    والتمتحتور𝒙 
ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙 و   𝟑 = 𝟓. 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن   ⑫  أجد مستتتتتتتتتتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 
ان  منحنن الاقتر

 𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟏)(𝒙 −  .𝒙والمحور (𝟒

 الحل  ✓
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ان  ن الشكل المجاور منحنن الاقتر  يبي 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 
 

 

 

 

 

ن منحنن   ⑬ أجد مسا ة المنطقة الحصورة اي 
ان والمحور    .  𝒙الاقتر

 الحل  ✓
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن منحنن  ⑭ أجد مسا ة المنطقة المحصورة اي 

ان والمحور   𝒙والمستقيم   𝒙الاقتر = 𝟑  . 

 الحل  ✓
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ن منحنن  ⑮ أجد مسا ة المنطقة المحصورة اي 
ان والمحور   𝒙والمستقيم  𝒙الاقتر = −𝟏 . 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

ي المجاور شكل   ⑯
ن الشكل التمثيل البياتن يبي 

 بالمعادلة : 
ً
ة ممثلا السط  العلوت لجناح طائتل

𝒚 = 𝟖 + 𝟖√𝒙 − 𝟔𝒙  𝟎 يث ≤ 𝒙 ≤ 𝟒: 
 أجد مسا ة السط  العلوت لجناح الطائرة. 

 

 

 

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن الشكل المجاور منحنن   ⑰  تحد : يبي 
ان   𝒚الاقتر = 𝒌𝒙(𝟒 − 𝒙)  إذا كانت مسا ة

ان  ن منحنن الاقتر المنطقة المحصورة اي 
و دة مرمعة  أجد قيمة   𝟑𝟐هي   𝒙والمحور  
 .𝒌الثابت  

 

 

 

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مهارات التفكت  العليا 
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ان تتر  ⑱   الشكل التالي منحنن الاقتر
ن ير : يبي 

𝒇(𝒙)   إذا كانت مسا ة المنطقة𝑹𝟏   هي
ن ومسا ة المنطقة  ن مرمعتي   𝟑هي   𝑹𝟐و دتي 

∫و دات مرمعة ، وكان   𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟏𝟎
𝟒

𝟎
  

∫ أجد    𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟑

−𝟏
  . ي

 إجاانر
ً
را  متر

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن  ا لإيجاد المستتتتتتتا ة اي  أستتتتتتتتعمل ارمجية جيو جتر
والتمتحتور   ان  الاقتتر    𝒙متنتمتحتنن 

ً
تتكتتتتتتتامتلا اتوصتتتتتتتتتتتتتتفتهتتتتتتتا 
 تحويل إشتتتتتتتتتتتارة الناتج الستتتتتتتتتتتالوة إل 

ً
 مراعيا

ً
محدودا

المحور   إذا وقعتتتتت المنطقتتتتة أستتتتتتتتتتتتتتفتتتتل   𝒙موجوتتتتة 
وتقستتتتتتتيم هذه المنطقة إل جزأين إذا كان أ دهما  

  وق المحور  
ً
والجزء الآخر تحتته ثم  اب   𝒙واقعتا

ن  مستتتتتتتتتتا ة كل جزء عس  دة ثم جمع المستتتتتتتتتتا تي 
 
ً
 . معا

 

 
 

 نشا  : 

ن منحنن   أجتد مستتتتتتتتتتتتتتتا تة المنطقتة المحصتتتتتتتتتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتر = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒 
ن  𝒙والمحور  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و  𝟎 = 𝟑 

 

ان  ➀  أكتب الاقتر
𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + يط  𝟒 ي سر 
ن
ف
 . (Enter)الإدخال ضم أض ط عس زر الإدخال  

 

ان  ➁ ن الاقتر والمحور   𝒇(𝒙)لإيجاد المسا ة اي 
𝒙  ن 𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟎 = ي  𝟑

ن
أكتب ف

سر   الإدخال الصي ة الآتية:  

𝐥𝐧𝐭𝐞𝐠𝐫𝐚𝐥 (𝐟(𝐱), 𝟎, ثم أض ط عس زر   (𝟑

 . (Enter)الإدخال  
 

المطلومتتتتتة ، و هور   ➂ المنطقتتتتتة  تظليتتتتتل  ألا ظ 
قيمة التكامل عس الشتتتتتتتتتتتكل ، ومذل    ن مستتتتتتتتتتتحة  

.𝟏𝟒المنطقة هي    و دة مرمعة.  𝟐𝟓

 تطبيقات التكامل : المسا ة  
 

ن منحنن   مسا ة المنطقة المحصورة اي 
ان والمحور    𝒙الاقتر
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ن منحنن    ➀ أجد مستتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتورة اي 
ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتتتر = 𝒙𝟐 +  𝒙والتتتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتتتور    𝟒

ن  𝒙والمستقيمي  = 𝒙و   𝟏− = 𝟐 

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

ن منحنن    ➁ أجد مستتتتتتا ة المنطقة المحصتتتتتتورة اي 

ان   𝒇(𝒙)الاقتتتتتتتتتتتتتتتر = −√𝒙    والتتتتتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتتتتتور𝒙 
ن  𝒙والمستقيمي  = 𝟗  

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

 

 

 

 

ي كتتتتلٍّ من  
ن
لتتتتة ف

 
أجتتتتد مستتتتتتتتتتتتتتتتتا تتتتة المنطقتتتتة المُظل

 البيانية الآتية: التمثيلات 
 

➀ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➁ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كتاب التمارين
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➂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➃ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➄  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➅ 
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ن منحنن   ➆ اي  المحصورة  المنطقة  أجد مسا ة 

ان:  𝒇(𝒙)الاقتر = 𝟑𝒙𝟐 −  .  𝒙، والمحور  𝟑

 

 

 

 

 

ن منحنن   ➇ اي  المحصورة  المنطقة  أجد مسا ة 

ان:   𝒇(𝒙)الاقتر = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 − 𝟔𝒙   والمحور ،

𝒙  . 

 

 

 

 

 

 

ن منحنن  ➈ اي  المحصورة  المنطقة  أجد مسا ة 

ان:  𝒇(𝒙)الاقتر = 𝒙𝟐(𝟐 − 𝒙)  والمحور ،𝒙  . 
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 مسألة اليوم :  

التتتتتتتذيتن التطتلتوتتتتتتتة  عتتتتتتتدد  اتتتتتتتإ تتتتتتتدى   يتتت تت   يتلتتتحتقتون 
 بمعدل

ً
 الجامعات الجديدة سنويا

 𝑷′(𝒕) =
𝟓𝟎𝟎𝟎

√(𝒕+𝟏)𝟑
الطلوتتتتتتتة   𝑷(𝒕) يتتتتتتتث     عتتتتتتتدد 

ن بتتالجتتامعتتة و   الزمن بتتالستتتتتتتتتتتتتتنوات منتتذ    𝒕الملتحقي 
 تأسيس الجامعة . 

ي الجامعة بعد  
ن
  𝟑أجد عدد الطلوة الذين درستتتتتتتتتوا ف

 بأن عددهم عن  
ً
ستتتتتتتتتتتتتنوات من تأستتتتتتتتتتتتتيستتتتتتتتتتتتتها ، علما

 طالب.  𝟐𝟎𝟎𝟎تأسيس الجامعة بلغ 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  
ً
أن التكتامتل والاشتتتتتتتتتتتتتتتقتاق عمليتتان تعلمتت ستتتتتتتتتتتتتتابقتا

ة  عكستتتتتتتتتتتتنتان؛ ما يستتتتتتتتتتتتاعد عس إيجاد صتتتتتتتتتتتتيغ مواسر 
انتتتتات   انتتتتات نتتتتاتجتتتتة من اشتتتتتتتتتتتتتتتقتتتتاق اقتر لتكتتتتامتتتتل اقتر
ان   ان الأسي الطبي ي ، واقتر

مشتتتتتتتتتتتتتتهورة مثتتتل: الاقتر
ان جيب   التمام. الجيب ، واقتر

 : إذا كان 
ً
𝒇(𝒙) مثلا = 𝐜𝐨𝐬  𝒙 ن   
 𝒇′(𝒙) = −𝐬𝐢𝐧 𝒙   :ي أن

 وهذا يعنن

∫(−𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝒅𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

 ومن ثم   ن: 

∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 =  −𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

ان الأسي 
يمكن إيجاد صي ة تكامل كل من الاقتر

ان جيب التمام بطريقة مشااهة.   الطبي ي واقتر
 

 

 

 

 

 

 

 

انات خاصة:  الخامسالدرس   تكامل اقتر

ان تتتتكتتتتتتتامتتتتتتتل   واقتتتتر التتتطتتتبتتتيتتت ي  الأسي  ان 
الاقتتتتر

ان جيب التمام  الجيب واقتر

 مفهوم أساسي 

انات أساسية                                        تكامل اقتر

ت ،   ن :   𝒆إذا كان    هو العدد الننبت 

①  ∫ 𝒆𝒙 𝒅𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝑪 

 

② ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 = −𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

 

③ ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 
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 من التكاملات الآتية:   
ً
 أجد كلا

① ∫(𝒆𝒙 + 𝟖 )𝒅𝒙 

 الحل  ✓

ان الأسي الطبي ي ، وتكامل الثابت 
 تكامل الاقتر

∫(𝒆𝒙 + 𝟖)𝒅𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝟖𝒙 + 𝑪 

 
 

② ∫(𝟓𝐜𝐨𝐬 𝒙 + √𝒙) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ي صورة أسية  𝒙√بكتابة 
ن
 ف

∫(𝟓 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + √𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ (𝟓 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒙
𝟏
𝟐) 𝒅𝒙 

ان   𝐜𝐨𝐬 𝒙تكامل  ي ثابت ، وتكامل اقتر
ن
وب ف المضن

 القوة  

= 𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒙 +
𝟐

𝟑
𝒙𝟑/𝟐 + 𝑪 

 الصورة الجذرية  

= 𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒙 +
𝟐

𝟑
√𝒙𝟑 + 𝑪 

 

 

 

 

 

 

 

③ ∫ (𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝒙 −
𝟏

𝒙𝟐
)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 تعريف الأس السالب  

∫ (𝟒𝐬𝐢𝐧 𝒙 −
𝟏

𝒙𝟐
)  𝒅𝒙 = ∫(𝟒𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝒙−𝟐)𝒅𝒙 

ان   𝒔𝒊𝒏 𝒙تكامل  ي ثابت وتكامل اقتر
ن
وب ف المضن

 القوة  

= −𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒙−𝟏 + 𝑪 

 تعريف الأس السالب 

 = −𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝒙 +
𝟏

𝒙
+ 𝑪 

 

 

 

 من التكاملات الآتية:   
ً
 أجد كلا

ⓐ∫(𝟓𝒙𝟐 + 𝟕𝒆𝒙 )𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

ⓑ∫ (𝟗 𝐜𝐨𝐬 𝒙 +
𝟗

𝒙𝟑
 ) 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 1مثال
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ⓒ∫( √𝒙
𝟑

− 𝐬𝐢𝐧 𝒙 )𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 
 

 أن 
ً
تعلمت سابقا

𝒅

𝒅𝒙
 (𝐥𝐧 𝒙) =

𝟏

𝒙
ي أن  وهذا   

 يعنن

∫
𝟏

𝟐
= 𝐥𝐧 𝒙 + 𝑪  

𝒙معرر  قط عندما يكون  𝐥𝐧 𝒙بما أن   > 𝟎  
   ن : 

∫
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 𝒙 + 𝑪  , 𝒙 > 𝟎 … …① 

𝒙معرر عندما يكون  𝐥𝐧 (−𝒙)ولكن  < 𝟎 

 باستعمال قاعدة السلسلة   ن  

𝒅

𝒅𝒙
 (𝐥𝐧 (−𝒙)) =

𝟏

−𝒙
× −𝟏 =

𝟏

𝒙
 

ي أن :  
 وهنا يعنن

∫
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 (−𝒙) + 𝑪   , 𝒙 < 𝟎 … .② 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية: 
ً
 أجد كلا

① ∫ (
𝟏

𝒙
+ 𝟔 𝐬𝐢𝐧 𝒙)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

تكامل 
𝟏

𝒙
ي ثابت   𝐬𝐢𝐧 𝒙وتكامل   

ن
وب ف  المضن

∫ (
𝟏

𝒙
+ 𝟔 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ) 𝒅𝒙

= 𝐥𝐧 |𝒙| − 𝟔𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪 

 

② ∫ (𝟐𝒆𝒙 +
𝟑

𝒙
 )  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ي ثابت وتكامل     𝒆𝒙تكامل 
ن
وب ف المضضن

𝟏

𝒙
  

ي ثابت  
ن
وب ف  المضن

∫ (𝟐𝒆𝒙 +
𝟑

𝒙
) 𝒅𝒙 = 𝟐𝒆𝒙 + 𝟑 𝐥𝐧 |𝒙| + 𝑪 

 

③ ∫
𝟐𝒙𝟓 − 𝟒

𝒙
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

ي البسط عس المقام 
ن
 بقسمة كل  د ف

∫
𝟐𝒙𝟓 − 𝟒

𝒙
𝒅𝒙 =  ∫ (

𝟐𝒙𝟓

𝒙
−

𝟒

𝒙
)  𝒅𝒙 

=  ∫ (𝟐𝒙𝟒 −
𝟒

𝒙
 )  𝒅𝒙                  بالتبسيط  

ي ثابت وتكامل 
ن
وب ف ان القوة المضن تكامل اقتر

𝟏

𝒙
 

ي ثابت  
ن
وب ف  المضن

=
𝟐

𝟓
𝒙𝟓 − 𝟒 𝒍𝒏 |𝒙| + 𝑪 

ان   تكامل الاقتر
𝟏

𝒙
 

 مفهوم أساسي 

ان اللوغاريتمىي الطبي ي 
 تكامل الاقتر

 ∫
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 |𝒙| + 𝑪 ,   𝑪 ≠ 𝟎 

 
 

 

 2مثال



 

 

                     0797771137أ : هيثم حرب          
 

 الوحدة الرابعة 
 التكامــــل

61 

 

 

 من التكاملات الآتية:   
ً
 أجد كلا

ⓐ∫ (
𝟏

𝒙
+ 𝟖 𝒆𝒙)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

ⓑ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙 −
𝟓

𝒙
 )  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

ⓒ∫
𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐
 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
ً
ان  تعلمت سابقا ان القوة والاقتر إيجاد تكامل اقتر

ان جيب   ان الجيب ، واقتر الأسي الطبي ي ، واقتر

ان   التمام واقتر
𝟏

𝒙
والآن سأتعلم كيف أجد تكاملاتها   

ي صورة  
ن
𝒇(𝒂𝒙إذا كانت ف + 𝒃)   ذل  أن كلا منها

ان أصسي باستعمال قاعدة 
ناتج من اشتقاق اقتر

 ة .  السلسل

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ي صتتتتتتتتتتتتتتورة  
ن
أستتتتتتتتتتتتتتتتتتاستتتتتتتتتتتتتتيتتتتتة ف انتتتتتات  تكتتتتتامتتتتتل اقتر

𝒇(𝒂𝒙 + 𝒃) 

 مفهوم أساسي 

ي صورة 
ن
انات ف 𝒇(𝒂𝒙تكامل اقتر + 𝒃) 

,𝒂إذا كان   𝒃   ن و 𝒂عددين  قيقيي  ≠   𝒆و  𝟎

 العدد الننبت  ،  أن : 
 

① ∫(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏𝒅𝒙 =
𝟏

𝒙(𝒏 + 𝟏)
(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏+𝟏 + 𝑪 , 𝒏 ≠  −𝟏 

②∫ 𝒆𝒂𝒙+𝒃 𝒅𝒙 =
𝟏

𝒂
 𝒆𝒂𝒙+𝒃 + 𝑪 

③∫ 𝐬𝐢𝐧 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙 = −
𝟏

𝒂
𝐜𝐨𝐬 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

④∫ 𝐜𝐨𝐬 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒅𝒙 =
𝟏

𝒂
𝐬𝐢𝐧 (𝒂𝒙 + 𝒃) + 𝑪 

⑤∫
𝟏

𝒂𝒙 + 𝒃
 𝒅𝒙 =

𝟏

𝒂
|𝒂𝒙 + 𝑪  , 𝒙 ≠ −

𝒃

𝒂
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 من التكاملات الآتية:   
ً
 أجد كلا

①∫(𝟐𝒙 + 𝟕)𝟓  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

𝒂𝒙)تكامل  + 𝒃)𝒏 

∫(𝟐𝒙 + 𝟕)𝟓 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
×

𝟏

𝟔
(𝟐𝒙 + 𝟕)𝟔 + 𝑪 

 بالتبسيط 

=
𝟏

𝟏𝟐
(𝟐𝒙 + 𝟕)𝟔 + 𝑪 

     

②∫
𝟏

√𝟒𝒙 − 𝟏
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

ي صورة أسية بكتابة 
ن
 المكامل ف

∫
𝟏

√𝟒𝒙 − 𝟐
𝒅𝒙 =  ∫(𝟒𝒙 + 𝟐)−𝟏/𝟐 + 𝑪 

𝒂𝒙)تكامل  + 𝒃)𝒏 

=
𝟐

𝟒
(𝟒𝒙 − 𝟐)𝟏/𝟐 + 𝑪 

 بالتبسيط 

=
𝟏

𝟐
(𝟒𝒙 − 𝟐)𝟏/𝟐 + 𝑪 

 الصورة الجذرية  

=
𝟏

𝟐
√𝟒𝒙 − 𝟐 + 𝑪 

 

 

 

 

③∫ 𝟐𝒆𝟒𝒙+𝟑  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

ي ثابت  𝒆𝒂𝒙+𝒃تكامل 
ن
وب ف  المضن

∫ 𝟐𝒆𝟒𝒙+𝟑𝒅𝒙 = 𝟐 ×
𝟏

𝟒
𝒆𝟒𝒙+𝟑 + 𝑪 

 بالتبسيط 

=
𝟏

𝟐
𝒆𝟒𝒙+𝟑 + 𝑪 

 

 

④∫ 𝟐 𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒙 + 𝟑)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

𝐬𝐢𝐧 (𝒂𝒙تكامل  + 𝒃)  ي ثابت
ن
وب ف  المضن

∫ 𝟐 𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙 = −𝟐 ×
𝟏

𝟒
𝒆𝟒𝒙+𝟑 + 𝑪 

 بالتبسيط 

= −
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 (𝟒𝒙 + 𝟑) + 𝑪 

 

⑤∫(𝟓 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝒙 + 𝟑) + √𝒙
𝟑

)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

𝒙√تكامل 
ي صورة أسية   𝟑
ن
 ف

∫(𝟓 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝒙 + 𝟑) + √𝒙
𝟑

)𝒅𝒙

= ∫ (𝟓𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙 + 𝟑) + 𝒙
𝟏
𝟑) 𝒅𝒙 

𝐜𝐨𝐬(𝒂𝒙تكامل  + 𝒃)   ي ثابت
ن
وب ف المضن

ان القوة    وتكامل اقتر

= 𝟓 ×
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒙 + 𝟑) +

𝟑

𝟒
𝒙𝟒/𝟑 + 𝐂  

 الصورة الجذرية 

=
𝟓

𝟓
𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒙 + 𝟑) +

𝟑

𝟒
 √𝒙𝟒𝟑

+ 𝐂  

 3مثال
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⑥∫ 𝟐 𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒙 + 𝟑)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

تكامل 
𝟏

𝒂𝒙+𝒃
 

∫
𝟏

𝟖𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟖
 𝐥𝐧 |𝟖𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

 

 

 
 

 من التكاملات الآتية:   
ً
 أجد كلا

ⓐ∫(𝟕𝒙 − 𝟓)𝟔  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

ⓑ∫ √𝟐𝒙 + 𝟏  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓒ∫ 𝟒𝐜𝐨𝐬 (𝟑𝒙 − 𝟕)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 
 

 

 

 

 

 

ⓓ∫(𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 + 𝒆𝟐𝒙)   𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓔ∫(𝟔𝒙𝟐 − 𝟑𝒆𝟕𝒙+𝟏)   𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

ⓕ∫
𝟓

𝟑𝒙 + 𝟐
   𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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تحق   نقطة  هو  الاولي    
ال   أن   

ً
سابقا تعلمت 

ان الأصسي ويمكن اتعويضها ثابت التكامل  
 𝑪الاقتر

الو يد   الأصسي  ان 
الاقتر تحديد   

ً
أيضا اها  ويمكن 

يط الأولي 
 بأن الضن

ً
الذت يحق  سر   المسألة علما

مواقف  تنمذ   انات  اقتر لتحديد   
ً
ا كثت  يستعمل 

 علمية و ياتية. 

 

 

 من الحياة                     
 

أن  ن  تبي   ، نفطية  كة  سر  أجرتها  دراسة  ي 
ن
ف  : انئة 

ان  معدل إنتا  إ دى الآبار النفطية ينمذ  بالاقتر

𝑹′(𝒕) =
𝟏𝟎𝟎

𝒕+𝟏
+ اميل    𝑹(𝒕) يث      𝟓 التر عدد 

ي السنة  و  
ن
عدد السنوات    𝒕المنتجة ) بالآلار( ف

ي البتل أجد عدد اراميل النفط 
ن
منذ بدء ضخ النفط ف

سنوات من بدء عملية الضخ من   9المنتجة بعد  

 بأن 
ً
𝑹(𝟎)البتل علما = 𝟎 

 الحل  ✓
 

ان  :  1الخطوة   𝑹′(𝒕)أجد تكامل الاقتر

𝑹(𝒕) =  ∫ 𝑹′(𝒕)𝒅𝒕 

𝑹(𝒕) =  ∫ (
𝟏𝟎𝟎

𝒕 + 𝟏
+ 𝟓) 𝒅𝒕 

تكامل  
𝟏

𝒂𝒙+𝒃
ي ثابت، وتكامل الثابت.  

ن
وب ف  المضن

= 𝟏𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝒕 + 𝟏| + 𝟓𝒕 + 𝑪 

 

 𝑪 ثابت التكاملأجد  :  2الخطوة 

ان   قاعدة الاقتر

𝑹(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝒕 + 𝟏| + 𝟓𝒕 + 𝑪 

 

 

𝒕اتعويض   = 𝟎 , 𝑹(𝟎) = 𝟎 

𝟎 = 𝟏𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝟎 + 𝟏| + 𝟓(𝟎) + 𝑪  

 𝑪بحل المعادلة لت 

𝑪 = 𝟎 

ان الذت يمثل عدد  اراميل النفط إذن الاقتر
ي السنة هو : 

ن
 )بالآلار( ف

 𝑹(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎 𝒍𝒏 |𝒕 + 𝟏 | + 𝟓𝒕 

 

 𝑹(𝟗)أجد   :  3الخطوة 

ان   قاعدة الاقتر

𝑹(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝒕 + 𝟏| + 𝟓𝒕  

𝒕  اتعويض = 𝟗 

𝑹(𝟗) = 𝟏𝟎𝟎 𝐥𝐧 |𝟗 + 𝟏| + 𝟓(𝟗)  

 باستعمال الآلة الحاسوة  

≈ 𝟐𝟕𝟓 

سنوات  9عدد اراميل النفط المنتجة بعد إذن 
ألف ارميل  𝟐𝟕𝟓من بدء الضخ من البتل هو :  

 .
ً
 تقريوا

 

 

 

 

 

 

 

 

 4مثال
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ي 
ن
ستتتتتتتتتتكان : أشتتتتتتتتتتارت دراستتتتتتتتتتة إل أن عدد الستتتتتتتتتتكان ف
 بمعتدل يمكن نمتذجتته 

ً
إ تدى القرى يت ت  ستتتتتتتتتتتتتتنويتا

ان   𝑷′(𝒕)بتتتتتالاقتر = 𝟏𝟎𝟓𝒆𝟎.𝟎𝟑𝒕    يتتتتتث 𝒕     عتتتتتدد
عدد الستتتتتتتتتكان   𝑷(𝒕)و   𝟐𝟎𝟏𝟎الستتتتتتتتتنوات منذ عام 

 بأن عدد  𝟐𝟎𝟐𝟎أجد عدد ستتتتتتتتتكان القرية عام 
ً
علما

 شخص.  3500م هو  2010سكانها عام 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 تعلمت من الأمثلة السابقة أن 

∫
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 |𝒙| + 𝑪 

استتتتتتتتتتتتتتتعمتتتتتالهتتتتتا لإيجتتتتتاد   قتتتتتاعتتتتتدة يمكن  يمثتتتتتل  وهتتتتتذا 
انتتتتتات متتتتتتل   أوستتتتتتتتتتتتتتع من الاقتر تكتتتتتاملات مجموعتتتتتة 

ي صورة: 
ن
ي تكتب ف

انات النر  الاقتر

𝒌
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

ي صتتتتتتتتتتتتتتورة يكون 
ن
ي يمكن كتتتااتهتتا ف

انتتات النر أت الاقتر
 يها السيط أ د مضاعفات مشتقة المقام؛ وذل   

 بملا ظة أن 

𝒅

𝒅𝒙
 (𝐥𝐧 |𝒙| =

𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 من التكاملات الآتية: 
ً
 أجد كلا

 

①∫
𝟑𝒙𝟐

𝒙𝟑 + 𝟓
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

تكامل 
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

∫
𝟑𝒙𝟐

𝒙𝟑 + 𝟓
  𝒅𝒙 = 𝐥𝐧|𝒙𝟑 + 𝟓| + 𝑪 

انات صورة  𝒌تكامل اقتر
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

 مفهوم أساسي 

ي صورة 
ن
انات ف تكامل اقتر

𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
  

 للاشتقاق ،   𝒇(𝒙)إذا كان  
ً
 قابلا

ً
انا 𝒇(𝒙)اقتر ≠ 𝟎 

   ن  
 

∫
𝒇′(𝒙)

𝒅𝒙
(𝐥𝐧 |𝒇(𝒙)|) =

𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

 

 
 5مثال
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②∫
𝟔𝒙

𝒙𝟐 + 𝟗
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

ي صورة: 
ن
ان ف 𝒌 اإعادة كتابة الاقتر

𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

∫
𝟔𝒙

𝒙𝟐 + 𝟗
 𝒅𝒙 = 𝟑 ∫

𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟗
 𝒅𝒙 

 بالتبسيط 

= 𝟑 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 + 𝟗| + 𝑪 

 

③∫
𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

ي 
ن
ب ف  2، والقسمة عس  2بالضن

∫
𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐
 𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
∫

𝟐 × (𝒙 − 𝟏)

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐
 𝒅𝒙 

 باستعمال خاصية التوزيتتتتع 

=
𝟏

𝟐
∫

𝟐𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐
 𝒅𝒙 

تكامل 
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

=
𝟏

𝟐
 𝐥𝐧 |𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐| + 𝑪 

 

④∫
𝒆𝒙

𝒆𝒙 − 𝟏
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

تكامل 
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

∫
𝒆𝒙

𝒆𝒙 − 𝟏
  𝒅𝒙 = 𝐥𝐧|𝒆𝒙 − 𝟏| + 𝑪 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية:   
ً
 أجد كلا

ⓐ∫
𝟐𝒙 + 𝟑

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙
 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

ⓑ∫
𝟗𝒙𝟐

𝒙𝟑 + 𝟖
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

ⓒ∫
𝒙 + 𝟏

𝟒𝒙𝟐 + 𝟖𝒙
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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ⓓ∫
𝒆𝟑𝒙

𝒆𝟑𝒙 + 𝟓
  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

انات   ي إيجاد التكامل المحدود لكل من الاقتر
يمكننن

ي تعلمت إيجاد تكاملاتها غت  المحدود 
الخاصتة النر

ي هذا الدرس .  
ن
 ف

 

 
 

 من التكاملات الآتية: 
ً
 أجد قيمة كلا

 

① ∫ (𝟔𝒆−𝟑𝒙 + 𝟏𝟐𝒙𝟑) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

 الحل  ✓

ي  تكامل
ن
وب ف ان الأسي الطبي ي المضن

الاقتر

ان القوة    ثابت واقتر

∫ (𝟔𝒆−𝟑𝒙 + 𝟏𝟐𝒙𝟑)𝒅𝒙 = (−𝟐𝒆−𝟑𝒙 + 𝟑𝒙𝟒)

 
 
 
|

𝟎

𝟏𝟏

𝟎

 

 بالتعويض 

= (−𝟐𝒆−𝟑(𝟏) + 𝟑(𝟏)𝟒) − (−𝟐𝒆−𝟑(𝟎) + 𝟑(𝟎)𝟒) 

 بالتبسيط 

= −𝟐𝒆−𝟑 + 𝟓 

 

 

 

② ∫ (𝒙 + 𝟏)𝟑 𝒅𝒙
𝟐

−𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

③ ∫
𝟏

𝟕 − 𝟐𝒙
 𝒅𝒙

𝟑

𝟐

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

انات الخاصة  التكاملات المحدود للاقتر

 6مثال
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 من التكاملات الآتية: 
ً
 أجد قيمة كلا

 

ⓐ ∫ (𝟒𝒆𝟐𝒙
𝟐

𝟎

+ 𝟕)  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

ⓑ ∫
𝟏

√𝟔𝒙 + 𝟏

𝟒

𝟎

  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ⓒ ∫
𝟖𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏

𝟒

𝟎

  𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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 من التكاملات الآتية : أجد   
ً
 كلا

 

① ∫ (
𝟏

𝟐
 𝒆𝒙 + 𝟑)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

② ∫ (
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐
 )  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

③ ∫(𝒆𝒙 + 𝟏 )𝟐 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

④ ∫
𝟏

𝒙
 (𝒙 + 𝟐) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

⑤ ∫ (
𝟒

𝒙𝟑
+

𝟓

𝒙
)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

⑥ ∫ (√𝒙 + 𝟑𝒆𝟔𝒙 −
𝟕

𝒙
)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 
 
 
 

⑦ ∫ (
𝟑

𝒙 + 𝟏
− 𝟓𝒆−𝟐𝒙)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

⑧ ∫
𝟏

√𝟐𝒙 − 𝟑
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 أتدرب وأ ل المسائل
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⑨ ∫(𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒙 − 𝟑) + 𝒆𝟔𝒙−𝟒) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

⑩ ∫ 𝟒 𝐜𝐨𝐬 (𝟔𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

⑪ ∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟒
 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 
 

⑫∫(𝒆𝟔𝒙 + (𝟏 − 𝟐𝒙)𝟔)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 
 
 

 

⑬∫
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑭∫
𝒙𝟐

𝒙𝟑 − 𝟑
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑮∫
𝒙𝟐 − 𝒙

𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟐
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓
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⑯∫
𝒆𝒙 + 𝟕

𝒆𝒙
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

⑰∫
𝟏

𝟓 −
𝟏
𝟒

 𝒙
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

⑱∫(𝟒𝒙𝟑 + 𝟐 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 (𝟓 − 𝟑𝒙))  𝒅𝒙  

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

⑲∫
𝒆𝟐𝒙

𝒆𝟐𝒙 + 𝟑
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 
 
 
 

⑳∫
𝟑

(𝟏 − 𝟒𝒙)𝟐
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

㉑∫
𝟏 + 𝒙𝒆𝒙

𝒙
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓
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 من التكاملات الآتية : أجد  
ً
 قيمة كلا

 

㉒ ∫ (𝟐𝒙 + 𝟑𝒆𝒙 −
𝟒

𝒙
) 𝒅𝒙

𝟐

𝟏

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

㉓ ∫
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏𝟎
𝒅𝒙

𝟓

𝟎

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

㉔∫ (𝟐𝒙 − 𝟔)𝟒𝒅𝒙
𝟒

𝟑

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

ي مستتتتتار مستتتتتتقيم وتعطى  يتحرك  ㉕ 
ن
جستتتتتيم ف

ان:   بتتتتتتتالاقتر المتجهتتتتتتته  𝒗(𝒕)سرعتتتتتتتته  = 𝒆−𝟐𝒕  
ي و    𝒕 يتتتتث  

سرعتتتتته المتجهتتتتة    𝒗الزمن بتتتتالثواتن
ي  
الااتتتتتتداتل الموقع  إذا كتتتتتان  ثتتتتتانيتتتتتة.  لكتتتتتل  بتتتتتالمتر 

 𝒕،  أجد موقع الجستتتتتتتتتيم بعد   𝐦 𝟐للجستتتتتتتتتيم  
 .ثانية من بدء الحركة

 الحل  ✓
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ان    ي المشتتتتتتتتتتقة الأول للاقتر
ي كل مما يأتر

ن
 𝒇(𝒙)ف

𝒚ونقطتتتة يم اهتتتا منحنن   = 𝒇(𝒙)   أستتتتتتتتتتتتتتتعمتتتل
ان قتتتتتاعتتتتتدة الاقتر   المعلومتتتتتات المعطتتتتتاة لإيجتتتتتاد 

𝒇(𝒙)  . 
 

 

㉖ 𝒇′(𝒙) = 𝟓𝒆𝒙  ; (𝟎,
𝟏

𝟐
)  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

㉗ 𝒇′(𝒙) =
𝟐

𝒙
−

𝟏

𝒙𝟐
   ; (𝟏, −𝟏)  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

㉘ 𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙 + 𝒙𝟐  ; (𝟎, 𝟒)  

 الحل  ✓
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 هو  𝒚 ا كان ميل المماس لمنحنن العلاقةإذ ㉙ 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙̅̅ ̅̅
= 𝟐𝒙 +

𝟑
𝒙 + 𝒆̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

  𝒚 تأجتد قعتدة العلاقتة     

 بأن منحناها يمر بالنقطة 
ً
,𝒆)علما 𝒆𝟐) 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ن   ة تبي  ي بحت 
ن
 ف
ً
ي دراستتتتتتة تناولت أستتتتتتماةا

ن
انئة : ف

 يت ت  بمعدل 𝑷(𝒕)أن عدد الأسماك 
 𝑷′(𝒕) = −𝟎. 𝟓𝟏𝒆−𝟎.𝟎𝟑𝒓     تتتتتتتيتتتتتتتث 𝒕   التتتتتتتزمتتتتتتتن

 بالسنوات بعد بدء الدراسة : 
 

ان   ㉚     𝒕عنتد أت زمن    𝑷(𝒕)أجتد قتاعتدة الاقتر
ً
علمتا

 𝟏𝟎𝟎𝟎بأن عدد الأستتتتتتماك  عند بدء الدراستتتتتتة هو 
 سمكة.  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بعد    ㉛ الأسماك  عدد  بدء    10أجد  من  سنوات 
 الدراسة.  

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

يلتئم جرح جلتدت بمعتدل يكن نمتذجتته  طتب:   
ان   𝑨′(𝒕)بتتتتتتالاقتر =  −𝟎. 𝟗𝒆−𝟎.𝟏𝒕    يتتتتتتث 𝒕 

 𝑨(𝒕)عتتتتدد الأيتتتتام بعتتتتد الإصتتتتتتتتتتتتتتتتتابتتتتة بتتتتالجرح و  
 مسا ة سط  الجرح بالسنتيمتر المرمتتع: 

 

ان   ㉜     𝒕عنتد أت زمن   𝑨(𝒕)أجتد قتاعتدة الاقتر
ً
علمتا
بتتأن مستتتتتتتتتتتتتتتا تتة ستتتتتتتتتتتتتتط  الجرح عنتتد الإصتتتتتتتتتتتتتتتابتتة هي  

𝟗 𝐜𝐦𝟐 

 الحل  ✓
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أيتام من    5أجتد مستتتتتتتتتتتتتتا تة ستتتتتتتتتتتتتتط  الجرح بعتد    ㉝
 . الأصابة

 

 الحل  ✓

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 أكتشف الخطا : أوجد أ مد ناتج التكامل :  ㉞

   ∫
𝟏

𝟐𝒙
   :  وكان  له عس النحو التالي

 

 
 

ي  ل ا مد ثم أصححه  
ن
 أكتشف الخطأ ف

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

  : ي
 تحد: أجد كل تكامل مما يأتر

 
 

㉟ ∫ √𝒆𝒙   𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 

 

㊱ ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟑 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مهارات التفكت  العليا 
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㊲ ∫(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏)𝟓   𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

أكتشتتتتتتتتتتتتتتف المختلف : أت التكتاملات الآتيتة    ㊳ 
 إجاات ؟

ً
را  مختلف، متر

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 الحل  ✓

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 من التكاملات الآتية : 
ًّ
لًّ
ُ
 أجد ك

① ∫
𝟏 − 𝒙𝟐

𝟓𝒙
𝒅𝒙                            

 

② ∫(𝟓𝒆𝒙 + 𝟒)𝒅𝒙                       

 

③ ∫(𝟏 − 𝒆𝟐𝒙−𝟑)𝒅𝒙 

 

④ ∫(𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙)𝒅𝒙       

 

⑤ ∫
𝟑

𝟐𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙                            

 

 

 

 كتاب التمارين
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⑥ ∫(𝟓 − 𝐬𝐢𝐧(𝟓 − 𝟓𝒙))𝒅𝒙 

 

⑦ ∫
𝟏

𝟏
𝟑

𝒙 − 𝟐
𝒅𝒙                      

 

⑧ ∫ (𝟐𝒙 − 𝟏 +
𝟖

𝟓𝒙 + 𝟒
) 𝒅𝒙    

 

⑨ ∫ (𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 +
𝟓

𝟑
+

𝟒

𝒙𝟐
) 𝒅𝒙 

 

⑩ ∫(𝟑𝒙 + 𝟐)𝟓𝒅𝒙                   

 

⑪ ∫
𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙               

 

 

 

⑫ ∫ (𝒆𝟐𝒙 −
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙) 

 

⑬ ∫(𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 + 𝟑) + 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙 + 𝟐))𝒅𝒙   

   

 

⑭ ∫ (
𝟏

𝟖
𝒙𝟑 𝟐⁄ −

𝟒

𝒙
) 𝒅𝒙             

 

⑮ ∫
𝟏

√𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 

 

 أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية :  

⑯ ∫ √𝟏 + 𝟕𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒙                   

 

⑰ ∫ 𝒆𝒙
𝟏

𝟎

(𝟒 − 𝒆𝒙)𝒅𝒙                    
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⑱ ∫ (𝟏 +
𝟏

𝒙
) 𝒅𝒙

𝟑

𝟏

 

 

العلاقة    ⑲  لمنحنن  المماس  ميتتل    𝒚إذا كان 

هو:  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆−𝒙    قاعدة ،  أجد 

بالنقطة    𝒚العلاقة   يمرُّ  منحناها   
َّ
بأن علمًا   ،

(𝟎, 𝟐)  . 
 

 

 

ان   ،علمًا   𝒇(𝒙)أجد قاعدة الاقتر ي
ي كلٍّ ممّا يأتر

ن
ف

 منحناه يمرُّ بالنقطة المعطاة
َّ
 : بأن

⑳ 𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙; (𝟎, 𝟑)           

 

㉑ 𝒇′(𝒙) =
𝟑

𝒙
− 𝟒; (𝟏, 𝟎)         

 

㉒ 𝒇′(𝒙) = 𝟒𝒆𝒙 − 𝟐; (𝟎, 𝟏) 

 

 

 

 

باستتتعمال  ㉓  ة  بحت  ي 
ن
ف ث  التلوُّ ج 

َ
عال
ُ
ي ث:  تلوُّ

ية   الوكتت  الخلايا  عتتدد  إذا كان  يا.  للوكتت  مضاد 
يت ت َّ  الوحيتترة  ي 

ن
ف الماء  من  يلتر 

ّ
مل لكل  ة  الضارَّ

ل:  
َّ
𝑵′(𝒕)بمُعد = −

𝟐𝟎𝟎𝟎𝒕

𝟏+𝒕𝟐  يث  ،𝑵(𝒕)    عدد

يلتر من الماء بعد  
ّ
ية لتتكل مل يومًا    𝒕الخلايا الوكتت 

استعما المضاد،  أجد  من   𝑵(𝒕)ل 
َّ
بأن علمًا   ،

هو   للخلايا  ي 
الااتداتل لكل    𝟓𝟎𝟎𝟎العدد  خلية 

 . يلتر
ّ
 مل
 
 

 

 

 

 

 

ن    ㉔  التكتتتتتتاملي  ن  اي  الاختلار  أوجتتتتتته  د 
ِّ
 تتتتتتد
ٌ
أ

ن من دون إيجاد التكامل:   الآتيي 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

                     0797771137أ : هيثم حرب          
 

 الوحدة الرابعة 
 التكامــــل

79 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 مسألة اليوم :  

ان   الاقتر بعد    𝑪(𝒕)يمثل  الدم  ي 
ن
ف دواء  ن   𝒕تركت 

،  يث   مريض  جستتتتتتتتتتتتم  ي 
ن
ف من  قنه    𝑪ستتتتتتتتاعة 

ب          مُكعَّ سنتيمتر  لكل  ي رام 
ّ
بالمل مَقيسة 
(𝒎𝒈/𝒄𝒎𝟑)   ي دم المريض

ن
ن الدواء ف . اذا كان تركت 

  : بمعدل  𝑪′(𝒕)يت ت   =
𝟎. 𝟑𝒕

√𝒕𝟐 + 𝟏𝟔
،  أجد   

ن الدواء بالدم   ي تركت 
ن
ُّ ف خلال الساعات مقدار الت ت 

ي جسم المريض . 
ن
ي تلت  قنه ف

 الثلاث الأول النر

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ان الأصسي                           أساسي مفهوم 
  الاقتر

ان المتصتتتتتتتتتل  𝑭(𝒙)أذا كان   للاقتر
ً
 أصتتتتتتتتتليا

ً
انا  اقتر

𝒇(𝒙)  ان أصسي آخر
ان     ن أت اقتر  𝒇(𝒙)للاقتر

ي صورة  
ن
𝑮(𝒙)يكتب ف = 𝑭(𝒙) + 𝑪  يث   ∶

𝑪  : ثابت 

𝒇(𝒙) =
𝒅

𝒅𝒙
 [𝑭(𝒙) + 𝑪] 

ان الأصسي 
 الاقتر

 بالتعويض: التكامل  سادسالدرس ال
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ً
ان  تعلمت ستتتابقا ي إيجاد اقتر

ن
أن التكامل يستتتتعمل ف

ان   ان المُكامَل ، وذل  بالوحث عن اقتر أصتتسي للاقتر
ه لا 
َّ
ينتج من مشتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتقته الاقتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتران المُكامَل . غت  أن

ان أصسي لوعض التكاملات بصورة  
يمكن إيجتتتتاد اقتر
ة ، مثل :    مواسر 

∫ 𝟐𝒙(𝒙𝟐 − 𝟑)𝟓 𝒅𝒙 

ن استتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتعمال طرائ  أخرى للتكامل ، مثل  لذا يتعي َّ
بتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتالتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتعتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتويتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتض                                التتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتكتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتامتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتل 

(integration by substitution)   وهي  ،
ن استتتتتتتتتتتتتتتعمتال مُت ت ِّ 

 من  طريقتة تتضتتتتتتتتتتتتتتمَّ
ً
جتديتد بتدلا

 مُت ت ِّ التكامل . 
مكن إيجاد : 

ُ
 ي

∫ 𝟐𝒙(𝒙𝟐 − 𝟑)𝟓 𝒅𝒙 

 من   𝒖بتتتتاستتتتتتتتتتتتتتتعمتتتتال مُت ت ِّ جتتتتديتتتتد ، وليكن  
ً
، بتتتتدلا

واع الخطوات الآتية :  𝒙المُت ت ِّ 
ِّ
 ، بات

 
ض أن    :   1الخطوة   هو المقتتتدار المر وع إل   𝒖أ تر

 :   𝟓الأس  
َّ
𝒖؛ أت ان = 𝒙𝟐 − 𝟑  . 

، وهي :  𝒖أجد مشتقة  :   2الخطوة 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙   . 

لُّ المعادلة لتتتتتتت  :  3الخطوة 
ُ
𝒅𝒙   :𝒅𝒙أ  =

𝒅𝒖

𝒅𝒙
  . 

 من المُت ت ِّ   𝒖أستعمل المُت ت ِّ :  4الخطوة 
ً
بدلا

𝒙  . ي التكامل
ن
 ف

𝒖  اتعويض = 𝒙𝟐 − 𝟑 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

∫ 𝟐𝒙(𝒙𝟐 − 𝟑)𝟓𝒅𝒙 = ∫ 𝟐𝒙(𝒖)𝟓 ×
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

 بالتبسيط   

= ∫ 𝒖𝟓 𝒅𝒖 

ة          ان القوَّ =               تكامل اقتر
𝟏

𝟔
 𝒖𝟔 + 𝑪 

𝒖  اتعويض = 𝒙𝟐 − 𝟑               

=
𝟏

𝟔
(𝒙𝟐 − 𝟑)𝟔 + 𝑪 

لا ظ من :  
ُ
∫أ 𝟐𝒙(𝒙𝟐 − 𝟑)𝟓 𝒅𝒙  أن  (𝟐𝒙)    هو

𝒙𝟐)مشتقة  − 𝟑)  . 

مكتتتتتتتتتتتتن  تتتتتتتتتتتتل أت تكامتتتتتتتتتتتل بطريقتتتتتة  
ُ
اوجتتتتتتتتته عتتتتتتتتتتتتتام ، ي

 : التعويتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتض إذا أمكتتتتتتتتتتتتن كتااته  تتتتتتتتتتتي صورة 

∫ 𝒇(𝒈(𝒙)) 𝒈′(𝒙)𝒅𝒙 

 

 

 

 

 
 

تلخيص خطوات  ل التكامل بالتعويض كما    يمكن

ي : 
 يأتر

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التكامل بالتعويض

                          مفهوم أساسي 
  بالتعويض للتكاملات غت  المحدودةالتكامل        

𝒖أذا كان  = 𝒈(𝒙)    للاشتتقاق 
ً
 قابلا

ً
انا ومداه   ،  اقتر

ة   عس  𝒇، وكان  𝑰الفتر
ً
 متصلا

ً
انا  :   أن  ، 𝑰اقتر

  ∫ 𝒇(𝒈(𝒙)) 𝒈′(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒖)𝒅𝒖             

 مفهوم أساسي 

     خطوات  ل التكامل بالتعويض                     

التعويض  :    1الخطوة   د 
ِّ
 د
ُ
به   𝒖أ مكن 

ُ
ي الذت 

 تبسيط المُكامَل . 

بدلالة  :    2الخطوة   المُكامَل  عترِّ عن 
ُ
،    𝒅𝒖و    𝒖أ

 
ً
ومشتتتتتتتتتتتقته  ذ ا الأصسي  التكامل   

ِّ
مُت ت  وأ ذر 

ي أ سط صورة. 
ن
 ، ثم أكتب المُكامَل الجديد ف

ً
 كاملا

 أجد التكامل الجديد . :  3الخطوة 

الذت :    4الخطوة   الأصسي  ان 
الاقتر عتتتتتتتتتتتن  عترِّ 

ُ
أ

ت  
ِّ
ي الخطوة الستتتتتتتتتتتتابقة باستتتتتتتتتتعمال المُت 

ن
 أوجدته ف

 الأصسي ، عن طري  التعويض . 
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 من التكاملات الآتية : 
ً
لا
ُ
 أجد ك

① ∫ 𝟑𝒙𝟐(𝒙𝟑 + 𝟏)𝟕 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 : 
َّ
ض أن 𝒖  أ تر = 𝒙𝟑 + 𝟏  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟑𝒙𝟐 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐
 

𝒖     اتعويض  = 𝒙𝟑 + 𝟏 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐
  

∫ 𝟑𝒙𝟐(𝒙𝟑 + 𝟏)𝟕 𝒅𝒙 = ∫ 𝟑𝒙𝟐(𝒖)𝟕 ×
𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐
 

=                                           بالتبسيط ∫ 𝒖𝟕 𝒅𝒖 

ة          ان القوَّ =                 تكامل اقتر
𝟏

𝟖
 𝒖𝟖 + 𝑪 

𝒖  اتعويض = 𝒙𝟑 + 𝟏     

      =
𝟏

𝟖
 (𝒙𝟑 + 𝟏)𝟖 + 𝑪 

 
 

② ∫ 𝟐𝒙√𝒙𝟐 + 𝟔 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 : 
َّ
ض أن 𝒖  أ تر = 𝒙𝟐 +  :   . ومن ثم ، 𝟔

َّ
   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

𝒖     اتعويض  = 𝒙𝟐 + 𝟔 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙
  

∫ 𝟐𝒙√𝒙𝟐 + 𝟔 𝒅𝒙 = ∫ 𝟐𝒙√𝒖 ×
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

 

 

=                                           بالتبسيط ∫ √𝒖 𝒅𝒖 

=                            الصورة الأسية ∫ 𝒖𝟏 𝟐⁄ 𝒅𝒖 

ة          ان القوَّ =                  تكامل اقتر
𝟐

𝟑
 𝒖𝟑 𝟐⁄ + 𝑪 

𝒖  اتعويض = 𝒙𝟐 + 𝟔     

           =
𝟐

𝟑
 (𝒙𝟐 + 𝟔)𝟑 𝟐⁄ + 𝑪 

=         الصورة الجذرية    
𝟐

𝟑
 √(𝒙𝟐 + 𝟔)𝟑 + 𝑪 

 

  

 

③ ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒆𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

  : 
َّ
ض أن 𝒖  أ تر = 𝐬𝐢𝐧 𝒙  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

𝒖     اتعويض   = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
   

∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒆𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 = ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒆𝒖 ×
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

=                                           بالتبسيط  ∫ 𝒆𝒖 𝒅𝒖 

ان الأسي الطبي ي تكامل  
=           الاقتر 𝒆𝒖 + 𝑪 

𝒖  اتعويض  = 𝐬𝐢𝐧 𝒙     

      = 𝒆𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 

 

 

 

 1مثال
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④ ∫
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 : 
َّ
ض أن 𝒖  أ تر = 𝐥𝐧 𝒙  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟏

𝒙
⟹ 𝒅𝒙 = 𝒙 𝒅𝒖 

 اإعادة كتابة المُكامَل 

∫
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
 𝒅𝒙 = ∫

𝟏

𝒙
× 𝐥𝐧 𝒙 𝒅𝒙 

𝒖     اتعويض  = 𝐥𝐧 𝒙 , 𝒅𝒙 = 𝒙 𝒅𝒖  

∫
𝟏

𝒙
× 𝒖 × 𝒙 𝒅𝒙 = ∫ 𝟑𝒙𝟐(𝒖)𝟕 ×

𝒅𝒖

𝟑𝒙𝟐
 

=                                         بالتبسيط ∫ 𝒖 𝒅𝒖 

ة          ان القوَّ =                 تكامل اقتر
𝟏

𝟐
 𝒖𝟐 + 𝑪 

𝒖  اتعويض = 𝐥𝐧 𝒙           =
𝟏

𝟐
 (𝐥𝐧 𝒙)𝟐 + 𝑪 

 

 
 

⑤ ∫ 𝒙𝟒  𝐬𝐢𝐧(𝒙𝟓 − 𝟖) 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 : 
َّ
ض أن 𝒖  أ تر = 𝒙𝟓 − 𝟖  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟓𝒙𝟒 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟓𝒙𝟒
 

𝒖     اتعويض  = 𝒙𝟓 − 𝟖 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟓𝒙𝟒
  

∫ 𝒙𝟒  𝐬𝐢𝐧(𝒙𝟓 − 𝟖) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒙𝟒 𝐬𝐢𝐧(𝒖) ×
𝒅𝒖

𝟓𝒙𝟒
 

 

 

=                                      بالتبسيط ∫
𝟏

𝟓
 𝐬𝐢𝐧 𝒖  𝒅𝒖 

𝐬𝐢𝐧تكامل  𝒖 ي ثابت
ن
وب ف   المضن

= −
𝟏

𝟓
𝐜𝐨𝐬 𝒖 + 𝑪 

𝒖  اتعويض = 𝒙𝟓 − 𝟖     

= −
𝟏

𝟓
𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟓 − 𝟖) + 𝑪 

 

 

 

⑥ ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

ض أ   :  أ تر
َّ
𝒖ن = 𝐬𝐢𝐧 𝒙  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

𝒖     اتعويض   = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
   

∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 = ∫ 𝒖𝟑 × 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ×
𝒅𝒖

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

=                                           بالتبسيط  ∫ 𝒖𝟑 𝒅𝒖 

ان القوةتكامل    =                         اقتر
𝟏

𝟒
 𝒖𝟒 + 𝑪 

𝒖  اتعويض  = 𝐬𝐢𝐧 𝒙     

=
𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 + 𝑪 
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 من التكاملات الآتية أجد    
ً
 : كلا

ⓐ  ∫ 𝟔𝒙𝟐 (𝟐𝒙𝟑 − 𝟑)𝟒 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓑ  ∫ 𝒙 𝒆𝒙𝟐+𝟏 𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓒ ∫
𝟒𝒙 + 𝟖

√𝟐𝒙𝟐 + 𝟖𝒙
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ⓓ∫
(𝐥𝐧 𝒙)𝟐

𝒙
  𝒅𝒙  

 الحل  ✓
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ⓔ∫ 𝒙𝟑  𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟒 − 𝟓)  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓕ∫  𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙  

 الحل  ✓

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ً
  أن الشتتتتتتتتتتتتتتتتر   تعلمت ستابقا

ِّ
حق
ُ
لي هو نقطة ت

الأوَّ
مكن اتعويضتتتتتتتتتتتها إيجاد قيمة 

ُ
ان الأصتتتتتتتتتتتسي ، وي

الاقتر
ان  ،    𝑪ثابت التكتامل    إيجتاد الاقتر

ً
مكن اهتا أيضتتتتتتتتتتتتتتا

ُ
وي

  سر   المسألة . 
ِّ
حق
ُ
 الأصسي الو يد الذت ي

 
 

 من الحياة               

 

ان        ل الاقتر
ِّ
مث
ُ
ي    𝒑(𝒙)أسعار: ي

سعر  ذاء رياضن
عتدد الأ تذيتة المَبيعتة بتالمئتات.    𝒙بتالتدينتار،  يتث  

𝒑′(𝒙)إذا كتان:   =
−𝟏𝟑𝟔𝒙

√𝟗 + 𝒙𝟐
ي    

ن
ل الت ت  ف

َّ
هو مُعتد

 ستتتتتتتتتتتتتتعر   𝒑(𝒙)ستتتتتتتتتتتتتتعر الحتتتذاء ،  تتتأجتتتد  
َّ
 بتتتأن
ً
، علمتتتا

عنتدمتا يكون عتدد الأ تذيتة    𝐉𝐃 𝟑𝟎الحتذاء الوا تد 
  ذاء.  𝟒𝟎𝟎المَبيعة 

 الحل  ✓
 

انأجد تكامل  1الخطوة   𝒑′(𝒙) :  الاقتر
 

𝒑(𝒙) =  ∫
−𝟏𝟑𝟔𝒙

√𝟗 + 𝒙𝟐
     

𝒑(𝒙) = ∫ 𝒑′(𝒙)𝒅𝒙 

  :
َّ
ض أن 𝒖أ تر = 𝟗 + 𝒙𝟐  :

َّ
 . ومن ثم،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

𝒖اتعويض   = 𝟗 + 𝒙𝟐 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

𝒑(𝒙) = ∫
−𝟏𝟑𝟔𝒙

√𝟗 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 = ∫

−𝟏𝟑𝟔𝒙

√𝒖
×

𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

 

ية سِّ
ُ
 بالتبسيط ، والصورة الأ

= −𝟔𝟖 ∫ 𝒖−𝟏 𝟐⁄ 𝒅𝒖 

ي ثابت 
ن
وب ف ة المضن  تكامل اقتتتتتتتتتتران القتتتتتتتتتتتوَّ

= −𝟏𝟑𝟔 𝒖−𝟏 𝟐+⁄ 𝑪 

=الصورة الجذرية                    −𝟏𝟑𝟔√𝒖 + 𝑪 

𝟗اتعويض   + 𝒙𝟐 = 𝒖     

= −𝟏𝟑𝟔√𝟗 + 𝒙𝟐 + 𝑪 
 

 

 2مثال
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 .𝑪ثابت التكامل   أجد   2الخطوة 

𝑷(𝒙) = −𝟏𝟑𝟔√𝟗 + 𝒙𝟐 + 𝑪   ان  قاعدة الاقتر

𝒙اتعويض   = 𝟒 , 𝒑(𝟒) = 𝟑𝟎 

𝟑𝟎 = −𝟏𝟑𝟔√𝟗 + (𝟒)𝟐 + 𝑪 

𝟑𝟎                 بالتبسيط           = −𝟔𝟖𝟎 + 𝑪 

𝑪                                  بحل المعادلة = 𝟕𝟏𝟎 

ان  مثل سعر الحذاء هو : إذن، قاعدة الاقتر
ُ
 الذت ي

 𝒑(𝒙) = −𝟏𝟑𝟔√𝟗 + 𝒙𝟐 + 𝟕𝟏𝟎 

 

 
 

 
 

ان  مثل الاقتر
ُ
سعر القطعة  𝒑(𝒙)تجارة: ي

،  يث  ن عدد   𝒙الوا دة )بالدينار( من منتج معي 
القطع المَبيعتتتتتتتتتتتتتتتتة )بالمئات( من المنتج. إذا كان : 

𝒑′(𝒙) =
−𝟑𝟎𝟎𝒙

√(𝟑𝟔 + 𝒙𝟐)𝟑
ي  

ن
هو معدل الت ت  ف

، 𝒑(𝒙)ستتتتتتتتعر القطعة الوا دة من المنتج،  أجد 
 ستتتتت
َّ
 بأن
ً
عندما   𝐉𝐃 𝟕𝟓تتتتتعر القطعة الوا دة علما

 قطعة .  𝟖𝟎𝟎يكون عدد القطع المَبيعة 

 الحل  ✓
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

تكتتتتتتامتتتتتل محتتتتتتدود  توجتتتتتد طريقتتتتتتتان لإيجتتتتتتاد قيمتتتتتتة 
 ثم تعويض  

ً
بالتعويض، همتتتتتتتتتتتتتتتتتتا : إيجاد التكامل أولا

التكامتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتل، أو ت يت   دود التكامل عنتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتد   دود 
 . 
ً
 التكامل، وهتتتتتتتتتتتتتذه الطريقة هي أكت  تفضيلا

ِّ
 مُت ت 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 بالتعويض للتكاملات المحدودةالتكامل 

                       مفهوم أساسي 

  التكامل بالتعويض للتكاملات المحدودة

ان  ة   ′𝒈إذا كان الاقتر  عس الفتر
ً
,𝒂]متصلا 𝒃]   

 عس مدى   𝒇وكان 
ً
𝒖متصلا = 𝒈(𝒙)  : 

َّ
 ،   ن

∫ 𝒇(𝒈(𝒙))𝒈′(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= ∫ 𝒇(𝒖)
𝒈(𝒃)

𝒈(𝒂)

𝒅𝒖 
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 من التكاملات الآتية :  قيمة كلِّ أجد 

①∫ 𝟒𝒙(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟑
𝟐

𝟏

 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

  : 
َّ
ض أن 𝒖أ تر = 𝒙𝟐 + 𝟏  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

 أغت ِّ  دود التكامل : 

𝒙 الحد العلوت:  = 𝟐 ⟹ 𝒖 = (𝟐)𝟐 + 𝟏 = 𝟓 

  : 𝒙الحد السفسي = 𝟏 ⟹ 𝒖 = (𝟏)𝟐 + 𝟏 = 𝟐 

𝒖اتعويض   = 𝒙𝟐 + 𝟏 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙
  

∫ 𝟒𝒙(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟑
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 = ∫ 𝟒𝒙
𝟓

𝟐

(𝒖)𝟑  
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

=                     بالتبسيط             𝟐 ∫ 𝒖𝟑𝟓

𝟐
 𝒅𝒖 

ي ثابت 
ن
وب ف ان القوة المضن =       تكامل اقتر

𝟏

𝟐
𝒖𝟒

 
 
 
|

𝟐

𝟓

  

=                               بالتعويض
𝟏

𝟐
 (𝟓𝟒 − 𝟐𝟒) 

=                              بالتبسيط              𝟑𝟎𝟒. 𝟓 

 

 

 

 

 

 

 

②∫ (𝒙 + 𝟏)
𝟏

𝟎

√𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

   : 
َّ
ض أن 𝒖أ تر = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟐 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐𝒙 + 𝟐
 

 التكامل : أغت ِّ  دود  

𝒙الحد العلوت:   = 𝟏 ⟹ 𝒖 = (𝟏)𝟐 + 𝟐(𝟏) = 𝟑 

  : 𝒙الحد السفسي = 𝟎 ⟹ 𝒖 = (𝟎)𝟐 + 𝟐(𝟎) = 𝟎 

𝒖اتعويض   = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙 + 𝟐
  

∫ (𝒙 + 𝟏)√𝒙𝟐 + 𝟐𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒙

= ∫ (𝒙 + 𝟏)√𝒖
𝟑

𝟎

 
𝒅𝒖

𝟐𝒙 + 𝟐
 

 من المقام  𝟐اإخرا   
ً
كا  مشتر

ً
 عاملا

= ∫ (𝒙 + 𝟏)√𝒖
𝟑

𝟎

 
𝒅𝒖

𝟐(𝒙 + 𝟏)
 

=                                 بالتبسيط
𝟏

𝟐
 ∫ √𝒖

𝟑

𝟎
𝒅𝒖 

=                       الصورة الأسية
𝟏

𝟐
 ∫ 𝒖𝟏 𝟐⁄𝟑

𝟎
𝒅𝒖 

ان القوة =                       تكامل اقتر
𝟏

𝟑
 𝒖𝟑 𝟐⁄

 
 
 
|

𝟎

𝟑

  

=                         الصورة الجذرية 
𝟏

𝟑
 √𝒖𝟑  

 
 
 
|

𝟎

𝟑

 

=                        بالتعويض
𝟏

𝟑
 (√𝟑𝟑 − √𝟎𝟑) 

=                                                بالتبسيط    √𝟑  

 3مثال
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③∫ 𝟖𝒙 𝒆𝒙𝟐
𝟑

−𝟏

 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

  : 
َّ
ض أن 𝒖أ تر = 𝒙𝟐  : 

َّ
 . ومن ثم ،   ن

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 ⟹ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

 أغت ِّ  دود التكامل : 

𝒙 الحد العلوت:  = 𝟑 ⟹ 𝒖 = (𝟑)𝟐 = 𝟗 

  : 𝒙الحد السفسي = −𝟏 ⟹ 𝒖 = (−𝟏)𝟐 = 𝟏 

𝒖اتعويض   = 𝒙𝟐 , 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝒙
  

∫ 𝟖𝒙 𝒆𝒙𝟐
𝟑

−𝟏

𝒅𝒙 = ∫ 𝟖𝒙
𝟗

𝟏

 𝒆𝒖  
𝒅𝒖

𝟐𝒙
 

=                     بالتبسيط             𝟒 ∫ 𝒆𝒖𝟗

𝟏
 𝒅𝒖 

ي ثابت 
ن
وب ف ان اللوغاريتمىي الطبي ي المضن

 تكامل الاقتر

      = 𝟒 𝒆𝒖

 
 
 
|

𝟏

𝟗

  

=                                   بالتعويض 𝟒 (𝒆𝟗 − 𝒆𝟏) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية:  
ً
 أجد قيمة كلا

 

ⓐ ∫ 𝒙𝟐(𝒙𝟑 − 𝟏)𝟒
𝟏

𝟎

  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ⓑ ∫
𝒙𝟑

(𝟐 − 𝒙𝟒)𝟕

𝟎

−𝟏

  𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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ⓒ ∫
𝐥𝐧 𝒙

𝒙

𝒆

𝟏

𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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 أجد قيمة كل من التكتاملات الآتية:  

  

①  ∫
𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟒
𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

②  ∫ 𝒙𝟐 (𝟐𝒙𝟑 + 𝟓)𝟒 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

③ ∫ 𝟑𝒙 √𝒙𝟐 + 𝟕 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

④ ∫ 𝒙𝟔 𝒆𝟏−𝒙𝟕
𝒅𝒙 

 الحل  ✓
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أتدرب وأ ل المسائل
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⑤  ∫
𝒙𝟒

(𝒙𝟓 + 𝟗)𝟑
𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

⑥  ∫(𝟑𝒙𝟐 − 𝟏) 𝒆𝒙𝟑−𝒙 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑦ ∫
𝟑𝒙 − 𝟑

√𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒
𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

⑧ ∫
𝟏

𝒙 𝐥𝐧 𝒙
𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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⑨  ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟒 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

⑩  ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟓 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  𝒅𝒙 

 الحل  ✓
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑪ ∫
𝐬𝐢𝐧 (

𝟏
𝒙

)

𝒙𝟐
𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 
 

⑫ ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒆𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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⑬  ∫ 𝒆𝒙(𝟐 + 𝒆𝒙)𝟓  𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑭  ∫
𝐜𝐨𝐬(𝐥𝐧 𝒙)

𝒙
 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑮ ∫(𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙)𝟒 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من التكاملات الآتية:  قيمة كلِّ أجد  

  ⑯ ∫ (𝟐𝒙 − 𝟏)
𝟐

𝟎

𝒆𝒙𝟐−𝟐 𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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⑰ ∫
𝒆𝟏 𝒙⁄

𝒙𝟐

𝟐

𝟏

𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

⑱  ∫
√𝐥𝐧 𝒙

𝒙

𝒆𝟑

𝒆

 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑲ ∫ (𝒙𝟑 + 𝒙)
𝟏

𝟎

√𝒙𝟒 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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⑳ ∫
𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟏

𝟑

𝟎

 𝒅𝒙 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ㉑ ∫
𝟐𝒙 + 𝟏

(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟒)

𝟐

𝟏

 𝒅𝒙 

 الحل  ✓
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ي كتتتتلٍّ من أجتتتتد   
ن
لتتتتة ف

 
مستتتتتتتتتتتتتتتتتا تتتتة المنطقتتتتة المُظل

ن :  ن الآتيي  ن البيانيي   التمثيلي 
 

㉒ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل  ✓
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

㉓  
 
 
 
 
 
 
 

 الحل  ✓
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ان    ي المشتتتتتتتتتتقة الأول للاقتر
ي كلٍّ مما يأتر

ن
 𝒇(𝒙)ف

متتتتنتتتتحتتتتنن   اتتتتهتتتتتتتا  يتتتتمتتتترُّ  ونتتتتقتتتتطتتتتتتتة   ،𝒚 = 𝒇(𝒙)   .

أستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد قاعدة 
ان   :  𝒇(𝒙)الاقتر

 

㉔ 𝒇′(𝒙) = 𝒙𝒆𝟒−𝒙𝟐
; (−𝟐, 𝟏) 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ㉕ 𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙

(𝟏 − 𝒙𝟐)𝟐
; (𝟎, −𝟏) 

 الحل  ✓
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ي مستتتتتتتتتتار مستتتتتتتتتتتقيم، وتعطى   ㉖
ن
ستتتتتتتتتتيم ف

ُ
يتحرك ج

ان:                               بتتتتتتتتتتتتتتتالاقتتتتتتتتتتتتتتتتر التتتتتتتتتتتتتتتمتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتجتتتتتتتتتتتتتتتهتتتتتتتتتتتتتتتة  سرعتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتته 

𝒗(𝒕) =
−𝟐𝒕

√(𝟏 + 𝒕𝟐)𝟑
،    𝒕،  يتث    ي

الزمن بتالثواتن

ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتترعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا كان    𝒗و 
ستتتتتتتتتتتتتتيم  

ُ
ي للج

،  تتتتأجتتتتد موقع   𝐦 𝟒الموقع الااتتتتتداتل
سيم بعد 

ُ
دء الحركة .  𝒕الج

َ
 ثانية من ب

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ان  ㉗ ستتتتتتتتتعر دونم   𝑽(𝒕)زراعتتتتتتة: يمثل الاقتر
أرض زراعية  تتتتتتتتتتتي الأغوار الأردنية )بالدينار( بعد 

𝒕                        : ستتتتتتتتتنة من الآن . إذا كان

𝑽′(𝒕) =
𝟎. 𝟒𝒕𝟑

√𝟎. 𝟐𝒕𝟒 + 𝟖𝟎𝟎𝟎
𝟑

هو معدل الت ت   

ي سعر دونم الأرض ،  أجد 
ن
  𝑽(𝒕)ف

َّ
 بأن
ً
، علما

 .  𝐉𝐃 𝟓𝟎𝟎𝟎سعره الآن  
 

 

 

 

 الحل  ✓
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ان :   ㉘
ّ
ان    ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتك

ّ
أشتتارت دراستتتتتتتتتتة إل أن عدد السك

يمكن   بمعتتتتتتدل   
ً
ستتتتتتتتتتتتتتنويتتتتتتا يت ت ِّ  المتتتتتتدن  إ تتتتتتدى  ي 

ن
ف

  : ان  بتتتتتتتالاقتر 𝑷′(𝒕)نمتتتتتتتذجتتتتتتتته  =
𝟒𝒆𝟎.𝟐𝒕

√𝟒 + 𝒆𝟎.𝟐𝒕
   ،

 𝑷(𝒕)، و  𝟐𝟎𝟏𝟓عدد الستتتتتتنوات منذ عام  𝒕 يث 
ي عدد  

ن
ان بالآلار . أجد مقدار الزيادة ف

ّ
عدد الستتتتتتتتك

ان المدينة من عام  
ّ
 م. 𝟐𝟎𝟐𝟓م إل عام 𝟐𝟎𝟏𝟓سك

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

 

الآتية   ㉙ التكاملات  أتُّ  المُختلف:  أكتشف 

ي ؟ 
 إجاانر

ً
را ِّ  مُختلف، مُتر

 

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 مهارات التفكت  العليا
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التكامل:   الخطأ: أكتشف    ㉚ ناتج  أوجدت سعاد 

∫ 𝟖𝒙(𝒙𝟐 + 𝟏)^𝟑
𝟏

𝟎
النحو    عس  ها 

ُّ
ل
َ
وكان    ،

 : ي
 الآتر

حه . 
ِّ
صح
ُ
ي  ل سعاد، ثم أ

ن
 أكتشف الخطأ ف

 الحل  ✓

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   ㉛  : كان  إذا   :
ِّ
                 تحد

∫ 𝒌𝒙𝟐𝒌

𝟎
𝒆𝒙𝟑

 𝒅𝒙 =
𝟐

𝟑
(𝒆𝟖 قيمة   (− ،  أجد 

 .  𝒌الثابت  

 الحل  ✓
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  : من التكاملات الآتية 
ًّ
 أجد كلا

① ∫ 𝒙√𝒙𝟐 + 𝟑 𝒅𝒙               

 

 

 

② ∫ 𝒙𝟒 𝒆𝒙𝟓+𝟐 𝒅𝒙             

 

 

 

③ ∫(𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓)𝟒 𝒅𝒙 

 

 

 

④ ∫
(𝐥𝐧 𝒙)𝟑

𝒙
𝒅𝒙                 

 

 

 

⑤ ∫
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙
𝒅𝒙                   

 

 

 

 

⑥ ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙√𝟏 + 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 

 

 

 

 

  : أجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية 

⑦ ∫
𝒙𝟐

(𝒙𝟑 + 𝟏)𝟐

𝟐

𝟏

𝒅𝒙           

 

 

 

⑧ ∫ 𝒙√𝟑𝒙𝟐 + 𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 

 

 

⑨ ∫
(𝐥𝐧 𝒙)𝟐

𝒙

𝒆𝟐

𝒆

𝒅𝒙       

 

 

 

⑩ ∫ (𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)𝟓
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 

 

 

 كتاب التمارين
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ي التمثيل   ⑪
ن
لة ف

 
أجد مسا ة المنطقة المُظل

ي المجاور. 
 البياتن
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

الاقتتتران:    ⑫ ل 
ِّ
مث
ُ
ي ت: 

ّ
الحد 𝑹′(𝒙)الإيراد  =

𝟓𝟎 + 𝟑. 𝟓𝒙𝒆−𝟎.𝟏𝒙𝟐
)بالدينتتتار(    ت 

ّ
الحد الإيراد 

لكل قطعة تواع من إنتا  إ دى الشتتركات،  يث  
𝒙    عدد القطع المَبيعتة، و𝑹(𝒙)    إيراد ايع𝒙   قطعة

الإيراد   اقتتتران  أجد     𝑹(𝒙)بالدينار. 
َّ
بأن علمًا   ،

𝑹(𝟎) = 𝟎  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   ان الاقتر ل 
ِّ
مث
ُ
ميل    𝒇′(𝒙)ي ي 

يأتر ممّا  كلٍّ  ي 
ن
ف
ان   الاقتر لمنحنن  بالنقطة   𝒇(𝒙)المماس  التمارِّ 

المعطاة. أستتتتعمل المعلومات المعطاة لإيجاد  
ان   :  𝒇(𝒙)قاعدة الاقتر

 

⑬ 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙(𝟒𝒙𝟐 − 𝟏𝟎)𝟐; (𝟐, 𝟏𝟎) 
 
 
 
 
 

⑭ 𝒇′(𝒙) = 𝒙𝟐 𝒆−𝟎.𝟐𝒙𝟑
, (𝟎,

𝟑

𝟐
) 

 
 
 
 

 
 

وتعطى    ⑮ مستقيم،  مسار  ي 
ن
ف سَتيْم 

ُ
ج ك  يتحرَّ

ان:   𝒗(𝒕)سرعته المتجهة بالاقتر =
𝒕

√𝒕𝟐+𝟏
،  يث   

𝒕    و  ، ي
بالثواتن لكل   𝒗الزمن  بالمتر  المتجهة  سرعته 

الأصل،   نقطة  من  سَيْم  ركته 
ُ
الج بدأ  إذا  ثانية، 
ء الحركة.  𝒕 أجد موقعه بعد 

ْ
د
َ
 ثانية من ب
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ي :  
ي كلٍّ ممّا يأتر

ن
 أختار رمز الإجابة الصحيحة ف

    

∫  قيمة :  ①
𝒙𝟑 − 𝟏

     𝒙𝟐      
 هي :  

ⓐ 
𝒙𝟐

𝟐
−

𝟏

𝒙
+ 𝑪           ⓑ 

𝒙𝟐

𝟐
+

𝟏

𝒙
+ 𝑪 

ⓒ 𝒙𝟐 −
𝟏

𝒙
+ 𝑪            ⓓ 𝒙𝟐 +

𝟏

𝒙
+ 𝑪 

 

 

∫  : اذا كتان    ② 𝒌𝒙
𝟐

𝟎
𝒅𝒙 = ،  ت ن قيمتة الثتابتت 𝟔

𝒌  هي   : 

ⓐ 𝟏                              ⓑ 𝟐 

ⓒ 𝟑                              ⓓ 𝟒 
 

 

∫  قيمة :  ③ (−𝒙𝟐 + 𝟑𝒙)
𝟑

𝟎
𝒅𝒙 : هي 

ⓐ  𝟑
𝟑

𝟒
                         ⓑ  𝟐𝟏

𝟏

𝟒
 

ⓒ  𝟒
𝟏

𝟐
                         ⓓ  𝟐𝟐

𝟏

𝟐
 

 

 

∫  قيمة :  ④ 𝒆𝟐𝒙𝟐

𝟎
𝒅𝒙 : هي 

ⓐ  𝒆𝟒 − 𝟏                      ⓑ  𝐞𝟒 − 𝟐 

ⓒ  𝟐𝒆𝟒 − 2                   ⓓ 
𝟏

𝟐
𝒆𝟒 −

𝟏

𝟐
 

 

 

∫  قيمة :  ⑤
𝟏

√𝒙

𝟒

𝟏
𝒅𝒙 : هي 

ⓐ − 𝟐                         ⓑ −
𝟕

𝟏𝟔
 

ⓒ 
𝟏

𝟐
                             ⓓ  𝟐 

 

 

مكن عن طريقتتتتتتتتته   ⑥
ُ
التكامتتتتتتل المحتتتتتتدود التتتتتتتذت ي

ن منحنتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت  الاقتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتران :   إيجاد المستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتا ة اي 

𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝒙𝟐  ، والمحور𝒙   : هو 

ⓐ  ∫ (𝟒𝒙 − 𝒙𝟐)
𝟎

𝟒

𝒅𝒙 

ⓑ  ∫ (𝟒𝒙 − 𝒙𝟐)
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 

ⓒ  ∫ (𝟒𝒙 − 𝒙𝟐)
𝟎

𝟏

𝒅𝒙 

ⓓ  ∫ (𝟒𝒙 − 𝒙𝟐)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 

 

 من التكاملات الآتية :  
ًّ
لًّ
ُ
 أجد ك

 

⑦ ∫ 𝟑𝒙−𝟏 𝟐⁄ 𝒅𝒙 

 

 

⑧ ∫(𝟖𝒙 − 𝟏𝟎𝒙𝟐) 𝒅𝒙 

 

 

⑨ ∫
𝟓

𝒙𝟑
𝒅𝒙 

 

 

 

⑩ ∫
𝒙𝟐 − 𝟏

√𝒙
𝟑 𝒅𝒙 

 

 

 

 

 

 اختوار نهاية الو دة
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⑪ ∫(𝟓𝒙𝟐 − 𝟐𝒆𝟕𝒙) 𝒅𝒙 

 

 

 

⑫ ∫(𝟐𝒙 + 𝟑𝒆𝟒𝒙+𝟓) 𝒅𝒙 

 

 

 

⑬ ∫
𝒙𝟐 − 𝟔

𝟐𝒙
𝒅𝒙 

 

 

 

⑭ ∫
𝟏

(𝒙 − 𝟏)𝟑
𝒅𝒙 

 

 

 

⑮ ∫
𝒆𝒙

𝒆𝒙 + 𝟒
𝒅𝒙 

 

 

 

⑯ ∫ 𝟐𝒙 𝒆𝒙𝟐−𝟏 𝒅𝒙 

 

 

 

⑰ ∫ 𝟒𝒆𝒙 (𝟑 + 𝒆𝟐𝒙) 𝒅𝒙 

 

 

 

 

 

⑱ ∫
𝟏 + 𝒙

(𝟒 + 𝟐𝒙 + 𝒙𝟐)𝟖
 𝒅𝒙 

 

 

 

⑲ ∫ 𝒙 𝐬𝐢𝐧(𝟑 + 𝒙𝟐) 𝒅𝒙 

 

 

 

⑳ ∫(𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 − 𝟒 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝒅𝒙 

 

 

 

㉑ ∫(𝒙 − 𝐬𝐢𝐧(𝟕𝒙 + 𝟐))  𝒅𝒙 

 

 

 

㉒ ∫(𝒆𝟑𝒙 − 𝒆−𝟑𝒙) 𝒅𝒙 

 

 

 

㉓ ∫
𝟐

𝟏 − 𝟓𝒙
𝒅𝒙 
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 تتتتةتتتتتتتتتت قلا  العتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت اس لمنحنتتتت تتتتتتتتتتتتتتتت ل الممتتتت تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت إذا كان ميتتتت  ㉔

𝒚  تتتوتتتتتتتتتتتتتتتتتت هتتت:  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟒𝒙 −     دة تتتتتتتتتتتتتتت تتتتتتتتتتتتتتتتتت د قاعتتتتتت تتتتتتتتتتتتتتتتتت ،  أجتتتتتت  𝟐

  ،   𝒚 تتتتتةتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت قتتتتت لاالع
ً
منحناها يمر بالنقطة   بأنعلما

(𝟎, 𝟑)  . 

 

 

 

 
 

 لإ ا  ㉕
ِّ
التتتتحتتتتتتتد ان  :  تيتتتتراد  الاقتتتتتر             يتتتتمتتتتثتتتتتتتل 

𝑹′(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟏. 𝟐𝒙𝟐  لإيتتتتتتتتتتتتت ا 
ِّ
التتتتتتتتتتتتتحتتتتتتتتتتتتتد ت  راد 

ي إ دى الشتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت لكل قطعتتتت   (بالدينار)
ن
تتركات،  تت ة تواع ف

 إيراد ايع 𝑹(𝒙)بيعتتتة، وعتتتدد القطع المَ  𝒙  يتتتث

𝒙 ان ا  علمت ،  𝑹(𝒙) يرادلإ قطعتة بتالتدينتار. أجتد اقتر
ً
 ا

𝑹(𝟐𝟎)بأن  = 𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎  . 
 

 

 

 

 

 

ستتيم من الستتكون ، ويعطى تستتارعه   ㉖
ُ
يتحرك ج

ان :   𝒂(𝒕)بالاقتر = 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒕 − 𝝅) يتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتث  𝒕 

، و ي
تستتتتتتتتتتتتتتتتارعتتته بتتتالمتر لكتتتل ثتتتانيتتتة     𝒂الزمن بتتتالثواتن

ستتتتتتتتتتتتتتيم بعتد ترميع. أجتد سرعتة  
ُ
 ثتانيتة   𝒕 الج

َ
دء  من بت

 الحركة . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اذا كان :  

, ∫ 𝒇(𝒙)
−𝟏

−𝟓

𝒅𝒙 = 𝟒 , ∫ 𝒇(𝒙)
𝟓

−𝟓

𝒅𝒙 = 𝟏𝟎 

∫ 𝒈(𝒙)
−𝟏

−𝟓

𝒅𝒙 = 𝟏𝟏 

ي : 
 ممّا يأتر

ًّ
لًّ
ُ
  أجد ك

 

㉗ ∫ 𝒇(𝒙)
𝟓

−𝟏

𝒅𝒙 

 

 

 

 

㉘ ∫ 𝟕𝒇(𝒙)
−𝟏

−𝟓

𝒅𝒙 

 

 

 

 

㉙ ∫ (𝟑𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙))
−𝟓

−𝟏

𝒅𝒙 

 

 

لٍّ من التكاملات الآتية :  
ُ
 أجد قيمة ك

 

㉚ ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏)
𝟑

−𝟐

𝒅𝒙 
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㉛ ∫
𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐

𝒙

𝟑

𝟏

 𝒅𝒙 

 

 

 

 

㉜ ∫ |𝟑 − 𝒙|
𝟓

𝟏

𝒅𝒙 

 

 

 

㉜ ∫ |𝟑 − 𝒙|
𝟓

𝟏

𝒅𝒙 

 

 

 

㉝ ∫
𝟐𝟎

√𝒙
 

𝟒

𝟏

𝒅𝒙 

 

 

 

㉞ ∫ 𝟑𝒙(𝒙 + 𝟐)
𝟓

𝟐

𝒅𝒙 

 

 

 

㉟ ∫ 𝟐
𝟑

𝟐

𝒙𝒆−𝒙𝟐
𝒅𝒙 

 

 

 

 

 

 

 

㊱ ∫
𝟑𝒙𝟐

(𝒙𝟑 + 𝟏)𝟓

𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

 

 

 

㊲ ∫
𝟔𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
 

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 
 

 

 

 

㊳    : كتتتتتتتتتتان  𝒇(𝒙)اذا  = {
𝒙𝟐 + 𝟒 , 𝒙 < 𝟎
𝟒 − 𝒙 , 𝒙 ≥ 𝟎

       ،

  أجد قيمة : 

∫ 𝒇(𝒙)
𝟏

−𝟐

𝒅𝒙 

 

 
 

 

 

ي م ㊴
ن
ستتتتيم ف

ُ
ار مستتتتتقيم، وتعطى ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت يتحرك ج

ان :                        ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتترعته المتجهتتتتتتتتتتتتتتتتتتتة بالاقتر

𝒗(𝒕) = 𝟓 + 𝒆𝒕−𝟐    ،يتتتتث  𝒕  ي
  ، و الزمن بتتتتالثواتن

𝒗  ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتترعته المتجهة بالمتر لكل ثانية . إذا بدأ

سيم  ركته متتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتن نقطة الأصل ،  أجتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتد 
ُ
الج

 ثوانٍ من بدء الحركة .  𝟑موقعه بعد 
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ان    ي المشتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتقة الأول للاقتر
ي كلٍّ مما يأتر

ن
ف

𝒇(𝒙)    ونقطتتتة يمرُّ اهتتتا منحنن ،𝒚 = 𝒇(𝒙)   .

أستتتتتتتتتتتتتتتعمتتل المعلومتتات المعطتتاة لإيجتتاد قتتاعتتدة 

ان   :  𝒇(𝒙)الاقتر
 

㊵  𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟐 ; (𝟎, 𝟔) 

 

 

 

㊶  𝒇′(𝒙) =
√𝟐𝟎

𝒙𝟐
 ; (𝟏, 𝟒𝟎𝟎) 

 

 

 

㊷  𝒇′(𝒙) =
𝟐

𝒙
+

𝟏

𝒙𝟐
 ; (𝟏, 𝟏) 

 

 

 

㊸  𝒇′(𝒙) = 𝟓𝒆𝒙 − 𝟒 ; (𝟎, −𝟏) 

 

 

 

 

㊹  𝒇′(𝒙) = 𝒙√𝒙𝟐 + 𝟓 ; (𝟐, 𝟏𝟎) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ن منحنن  ة المنطقة أجد مستتتتتتتتا  ㊺ المحصورة اي 

الاا 𝒇(𝒙)ن :  قتر = 𝒙𝟐 − 𝒙 −  𝒙 والمحتتتتتتتتور  ، 𝟐

ن تتتتت والمستت   ، 𝒙 :  تقيمي  = 𝒙و  𝟐− = 𝟏   . 

 

 

 
 

 

 

 

ان   طتتتتتتتتتتب :   ㊻ ن دواء  تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتي    𝑪(𝒕)يمثل الاقتر تركت 

ي جستتم مريض،  يثستتتتتتتاعة    𝒕الدم بعد 
ن
  قنه ف

𝑪   قيستةم   
ّ
تتتتتتتتتتتتتتتب  ي رام لكل ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتنتيمتر  بالمل مُكعَّ

(𝐦𝐠/𝐜𝐦𝟑)  إذا كان تركيتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتز التتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتدواء  تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتي دم .

ل : 
َّ
تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتر بمُعتد                        المريض يت يَّ

𝑪′(𝒕) =
𝟑𝒕

√(𝒕𝟐 + 𝟑𝟔)𝟑
    ،    ُّ  تتأجتتد مقتتدار الت ت 

ن  ي تركت 
ن
ي ا  لالالدواء بالدم خ  ف

ول لأالساعات الثماتن

ي تلت  
ي جسم المريضالنر

ن
 .قنه ف

 
 

 

 

ن منحنن  أجد مستتتتتتتتا  ㊼ ة المنطقة المحصورة اي 

الاا 𝒇(𝒙)ن : قتر = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 ،  والمحتتور 𝒙   . 
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ي كتتتتلٍّ من  
ن
لتتتتة ف

 
أجتتتتد مستتتتتتتتتتتتتتتتتا تتتتة المنطقتتتتة المُظل

 التمثيلات البيانية الآتية : 

 

㊽  

 

 

 

 

 

 

 

  ㊾  

 

 

 

 

 

 

     ㊿  
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